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SKYRIUS 


ESOO DOS SÓN X= ANS e XX SO AROS SR IIO NNK I ENSI AÀ 


TRIGONOMETRINÉS FUNKCIJOS 


$ 1. TRIGONOMETRINIŲ REIŠKINIŲ PERTVARKYMAS 
1. SKAITINIO ARGUMENTO TRIGONOMETRINĖS FUNKCIJOS 


1. Jūs jau esate susipažinę su kampų matavimu radianais. Kiekvienas 
plokštumos kampas yra apskritimo, kurio centras jo viršūnėje, centrinis kam- 
pas. 1 radiano kampas — tai centrinis kampas, kurio lanko ilgis yra lygus 
apskritimo spinduliui (1 pav.). Radianinis ir laipsninis matas susiję priklau- 

T 
somybe 180° = z radianu; n° kampas turi 180” radianų. 
Matuojant kampus radianais, supaprastėja kai kurios formulės. Pavyzdžiui, 
apskritimo, kurio spindulys lygus r, a radianų lanko ilgis randamas iš formulės 


l= ar; (1) 


jei skritulio spindulys lygus r, o išpjovos lankas turi a radianų, tai išpjovos 
plotas S yra toks: 


S=a'.-. (2) 
= 2 
nrn nr“n 
$ > a x l= dá E A 
(1) ir (2) formulė paprastesnė už analogiškas formules 180 ir 360 


apskritimo lanko ilgiui ir išpjovos plotui skaičiuoti, 
kai lankas išmatuotas laipsniais (turi n“). Dėl šių 
radianinio mato pranašumų (žr. taip pat 20 skyrelį) 
trigonometrijoje dažniau naudojamas ne laipsninis, 
o radianinis matas, 


Iš X klasės algebros kurso žinote, kaip apibrėžia- 
mas posūkis a radianų kampu, kai a — bet kuris 
realusis skaičius. Jūs jau esate susipažinę taip pat 
su skaitinio argumento sinuso, kosinuso, tangento ir 
kotangento apibrėžimais. Priminsime juos. 1 pav. 
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2 pav. 3 pav. 


Nubrėžkime bet kokio spindulio R apskritimą, kai centras — koordinačių 
pradžioje. Tarkime, kad pradinis spindulys OA, pasuktas apie centrą O kam- 
pu a, sutampa su spinduliu OB (2 pav. a), o x ir y yra taško B abscisė ir 


R 

Algebros kurse buvo nurodyta, kad sinuso, kosinuso, tangento ir kotan- 
gento reikšmės priklauso tik nuo a ir nepriklauso nuo R. Todėl galima laikyti, 
kad R = 1, ir šiek tiek suprastinti apibrėžimus. 

Apskritimas, kurio spindulys lygus 1, o centras sutampa su koordina- 
čių pradžia, vadinamas vienetiniu apskritimu. Vienetinio apskritimo taškas P., 
pasuktas a radianų kampu, pereina į to apskritimo tašką P,. Taško P, ordinatė 
vadinama kampo a sinusu, o šio taško abscisė — kampo a kosinusu (2 pav., b). 


ordinatė. Pagal apibrėžimą sina = = ; cosa = = ; tga = y ; ctga = = (3) 
x y 


5 . sina 

Kampo a tangentu vadinamas santykis ` „o kampo a kotangentu — san- 
osa 

osa sina cosa 

—,t. y. tg a =———, ctga = —. 

sma cosa sin Q 


tykis 


T 
Pavyzdys. Rasime kampo na sinusa, kosinusa, tangenta ir kotangenta. 


Taško P,, koordinates (3 pav.) nesunku rasti taikant stačiojo trikampio su 30° 


3 1 v3 
kampu savybę: SO Ab Todėl 
2n V3 2n 1 2n 2n 1 
in =: cos —=-—>; tg =-/3; cdtg—=-—. 
sin 3 2 cos 3 > g 3 ctg 3 E 


Analogiškai randamos lentelės (p. 5) viršutinėje eilutėje* nurodytų kampų 
sinuso, kosinuso, tangento ir kotangento reikšmės. 

Toliau visi kampai matuojami radianais, todėl žymenį rad dažniausiai pra- 
leidžiame. Susitarus kampų matavimo vienetą (radianą) laikyti fiksuotu, gali- 
ma nagrinėti skaitinio argumento trigonometrines funkcijas. Pavyzdžiui, skai- 
čiaus x sinusas — tai x radianų kampo sinusas; skaičiaus x kosinusas — x 
radianų kampo kosinusas ir t.t. 


* Bet kurio kampo sinuso, kosinuso, tangento ir kotangento reikšmės randamos skaičiuokliu 
arba iš lentelių. (Cia ir toliau turimos galvoje V. Bradžio „Keturženklės matematinės lentelės“.) 
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Sprendžiant kai kuriuos uždavinius, reikia turėti žinių apie tangentų tiesę. 
Per vienetinio apskritimo tašką P, nubrėžkime liestinę l (4 pav.). Tarkime, 
a — bet koks skaičius ir cos a + 0. Tuomet taško P, (cos œ; sin 4) nėra ordinačių 
ašyje, todėl tiesė OP, kerta l kuriame nors taške T,, kurio abscisė lygi 1. 
Rasime šio taško ordinatę. 

Iš brėžinio matome, kad tiesė OP, eina per taškus O (0; 0) ir P,(cos a; 
sin a), todėl jos lygtis yra y = x tg a. Esančio o tiesėje taško T, abscisé ly- 
gi 1. Iš tiesės OP, lygties sužinome, kad taško T, ordinaté lygi tg a. Taigi 
tiesių OP, ir I susikirtimo taško ordinatė lygi kampo a tangentui. Todėl tie- 
sė l ir vadinama tangentų tiese. 


2. Priskyrę kiekvienam realiajam skaičiui x jo sinusą (arba kosinusą), 
gausime funkciją y = sin x (atitinkamai y = cos x). Kiekviena jų apibrėžta 
visoje skaičių tiesėje. Sinuso ir kosinuso funkcijų reikšmių sritis yra atkarpa 
[-1; 1], kadangi vienetinio apskritimo taškų ir ordinatės, ir abscisės įgyja visas 
reikšmes nuo -1 iki 1 

Skaitinės funkcijos, apibrėžtos lygybėmis y = tg x ir y = ctg x, vadinamos 
atitinkamai tangentu ir kotangentu. Tangento apibrėžimo sritį sudaro visi 
skaičiai, kurių cos x + 0. Tai yra visi skaičiai x, nelygūs 2 nn (n — bet kuris 
sveikasis skaičius). Kotangento apibrėžimo sritį 
sudaro visi skaičiai x, kurių sin x Æ 0, t. y. visi 
skaičiai, nelygūs an, kai neZ. 

Tangento ir kotangento reikšmių sritis — visa 
skaičių tiesė. Tai įrodykime funkcijos tg x atveju. 
Jei y, — bet kuris realusis skaičius, tai taškas 
T(1; yo) priklauso tangentų tiesei. Kaip buvo pa- 
rodyta anksčiau, tg 4 TOx = y,. Vadinasi, funk- 
cija tg x įgyja bet kokią realiaja reikšmę y,. Tai 
ir reikėjo įrodyti. 

Trigonometrinių funkcijų savybės, žinomos iš 
X klasės kurso, išvardytos skyrelyje „Kartojimo 
medžiaga“. Čia paminėsime dvi iš jų. 
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Jei x yra bet kuris skaičius iš atitinkamos trigonometrinės funkcijos api- 
brėžimo srities, tai yra teisingos lygybės: 


1) sin (x) = <sin x; cos (-x) = cos x; 
tg (=x) = tg x; ctg (=x) = —tg x. 

2) sin (x + 21n) = sin x; cos (x + 21n) = cos x; 
tg (x + nn) = tg x; ctg (x + nn) = ctg x 


(n — bet kuris sveikasis skaičius). 


3. Nubrėžkime sinuso funkcijos grafiką atkarpoje [0; 27]. Tam tikslui pažy- 
mėkime ordinačių ašyje taškus (0; -1) ir (0; 1), o abscisių ašyje — tašką, kurio 
abscisė 21 (įsidėmėkite: atkarpos [0; 27] ilgis apytiksliai lygus 6,28). Padaly- 
kime atkarpą [0; 27] į 16 lygių dalių ir nubrėžkime apskritimą, kurio spindulys 
lygus 1, o centras yra bet kuriame abscisių ašies taške (5 pav.). Ieškodami 
grafiko taško, kurio abscisė lygi a, remsimės sinuso apibrėžimu: pažymėsime 
apskritimo tašką P, ir per jį nubrėšime tiesę, lygiagrečią su abscisių ašimi 
(5 pav.). Šios tiesės ir tiesės x = a susikirtimo taškas ir bus ieškomasis, nes jo 
ordinatė sutampa su taško P. ordinate, o pagal apibrėžimą sin a yra lygus 
taško P. ordinatei. 

5 paveiksle parodyta, kaip surasti 16 grafiko taškų. Sujungus juos glo- 
džia kreive, gaunamas sinuso grafiko eskizas atkarpoje [0; 27]. Braizydami 
sinuso grafiką už šios atkarpos ribų, pastebėsime, kad sin (x + 21n) = sin x. 
Todėl visuose taškuose, nutolusiuose per 2xn nuo bet kurios reikšmės x, iš 
atkarpos [0; 2r], sinuso reikšmės sutampa, vadinasi, sinuso grafikas visoje 
tiesėje gaunamas iš grafiko atkarpoje [0; 21], lygiagrečiai jį pastumiant išilgai 
Ox ašies (į dešinę ir į kairę) per 2n, 4n, 6r ir t. t. (6 pav.). Sinuso grafikas 
vadinamas sinusoide. 
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7 pav. 


Braižydami funkcijos y = cos x grafiką, prisiminkime, kad cos x = sins + = ) 
todėl kosinuso reikšmė bet kuriame taške x, yra lygi sinuso reikšmei taš- 
ke xo + > . Tai reiškia, kad kosinuso grafiko taškas, turintis bet kurią abscisę x,, 
gaunamas iš sinuso grafiko taško, kurio abscisé xp k lygiagrečiai pastu- 
miant jį per atstumą > neigiamąja Ox ašies kryptimi. eS funkcijos y = cos x 
grafikas yra sinusoidė, pastumta išilgai Ox ašies per 2 į kairę (7 pav.). 


T. T 
9 ; 2 (8 pav.) braižomas panašiai kaip si- 
nuso grafikas. (Funkcijos y = tgx reikšmė randama naudojantis tangentų 


Tangento grafikas intervale |-š 


8 pav. 
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y=tgx 


9 pav. 


tiese.) Remiantis tapatybe tg (x + rn) = tg x, tangento grafikas visoje tiesėje 


22 
ilgai Ox ašies (į dešinę ir į kairę) per z, 2m ir t. t. Funkcijos tg x grafikas 
vadinamas tangensoide. 


nn 
(9 pav.) gaunamas iš grafiko intervale |-ž | lygiagrečiai jį pastumiant iš- 


Kotangento grafikas pavaizduotas 10 paveiksle. 


*$ * Sinusas, kosinusas, tangentas ir kotangentas dažnai vadinami pa- 
grindinėmis trigonometrinėmis funkcijomis. Kartais vartojamos dar dvi pagrin- 
dinės trigonometrinės funkcijos — sekantas ir kosekantas (žymimos atitinka- 
mai sec ir cosec): 


1l 1 
seca = ——, sect = ——-. 
cosa sin Ql 


Kad suprastume, kodėl pagrindinės trigonometrinės funkcijos yra šešios, 
primename, jog smailiojo kampo a trigonometrines funkcijas galima apibrėžti 


10 pav. 


* Ženklais +» pažymėta neprivaloma medžiaga. 
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kaip stačiojo trikampio su smailiuoju kampu a kraš- 
tinių santykius (11 pav.). Tokie santykiai yra 6: 


10. 


F a b a b k 
sina =—; cosa =—; tga =—; ctga =—; 
c c b a 
<E, _£ E 
BE a 11 pav. 
Pratimai 
„ Išreikškite radianais: 
a) 135% b) 369; c) 2509; d) 330“. 
„ Išreikškite laipsniais: 
a) Ža; b) Čai c)1; d) 5. 
. Skaičiuokliu (arba iš lentelių) išreikškite kampus radianais: 
a) 17“; b) 43724; c) 139"; d) 158*36". 
„ Skaičiuokliu (arba iš lentelių) išreikškite kampus laipsniais: 
a) 0,5585; b) 0,8098; c) 3,1416; d) 4,4454. 
„ Kuriam ketvirčiui priklauso taškas P,, kai: 
a) ast; b) a Cc) a = 5,21; d) a = -3,11? 


* Kokiu kampu reikia pasukti laikrodžio minutinę rodyklę norint pavaryti 


laikrodį: a) 6 min pirmyn; b) 6 min atgal? (Laikrodžio rodyklę sukti lei- 
džiama tik jos judėjimo kryptimi.) 


„ Duotas apskritimo spindulys r ir jo lanko dydis a (radianais). Apskai- 


čiuokite lanko ilgį l, kai: 


; d r = 10, g= 


2 
Ires lh d= 2 Hr-Lae- 0k ores 02 w 


3 


. Apskaičiuokite išpjovos plotą, žinodami skritulio spindulį r ir išpjovos 


centrinio kampo dydį a (radianais): 


Areta Dela tros .4 a=“; dr=10, a: 


. a) Taškas juda 30 cm spindulio apskritimu 600 m/min greičiu. Išreikškite 


jo kampinį greitį radianais per sekundę. 

b) Raskite valandinės, minutinės ir sekundinės rodyklės kampinį greitį 
(radianais per minutę). 

Pažymėkite vienetinio apskritimo taškus P,,, atitinkančius kampus a, nu- 
rodytus p. 5 lentelės pirmoje eilutėje, ir patikrinkite, ar ši lentelė užpildyta 
teisingai. 
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11. 


12. 


13. 


14. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 
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Ar gali kosinusas būti lygus: 


12. J3 
8) 087; Y; 9 A: 0 P 


Ar gali sinusas būti lygus: 


28 


-2,5; b) 2 2 0 -—? 
Išvardykite visas x A su kuriomis: 
a)sinx = 0; b)cos x = 0; c)sin x = 1; 
d)cos x = 1; e)sin x = -1; f) cos x = -1. 


Išvardykite visas x reikšmes, su kuriomis: 


a)tg x = 0; b)ctg x = 0; c)tgx = 1; 
d)tg x = —1; e) ctg x = 1; f) ctg x = -1. 


„ Milimetriniame popieriuje nubrėžkite vienetinį apskritimą ir tokius kam- 


pus a, kurių: 

a)sin a = 0; b)cos a = 0,2; c) sin a = -0,7; 
d)cos a =-0,4;  e)tg a = 0,5; f) tg a = 1,4; 
g)tg a = -0,6; h)tg a = —2. 


Raskite sina, cosa, tga ir ctga reikšmes, kai: 

11 21 19 
a) a = -20n; b) BM c) 4 d) q= 
Skaičiuokliu (arba iš lentelių) raskite sin a, cos a, tg a ir ctg a reikšmes, 
kai a lygus: | 
a) 0,19; b) -0,9; c) 1,87; d) -2,7. 


Skaičiuokliu (arba iš lentelių) raskite sin a, cos a, tg a ir ctg a reikšmes, 
kai a lygus: 


a) 19%; b) 111; c) 12%24”; d) 10025”. 
Nustatykite sin a, cos a, tg a ir ctg a reikšmių ženklus, kai a yra lygus: 
3 8 12 
== . —T: — TU: d -—T. 
a) 7 T; b) qa c) Te ) 9 
Nustatykite reiškinio ženklą: 
a) sin 70° cos 70° tg 100%; b) sin 130° cos (-15*) tg (-100“); 
c) sin 1 cos 3 tg 7; d) sin 8 cos 0,2 tg (-6,2). 
Apskaičiuokite reiškinio skaitinę reikšmę: 
` T „27 < 70 9 T 
sin0+3c0s— +s1n" —: 3s11—-2cos0+tg"—: 
a) sin S 1 43 b) da” 8 3? 


o) sin? E 4 etg E + cos; d) sin? A eos? T = tigga 
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22. Apskaičiuokite reiškinio skaitine reikšmę: 


a) 3sin 204 X 2eos | kai a =; 
4 4 4 
b) 4cos 30-7 +(5+0) kaia=*; 
6 6 6 


c) into) te20-5) kai a= 25; 


d) cos(a + 3 )te(2a- z}, kai a. = = 


23. Skaičiuokliu (arba iš lentelių) raskite funkcijų reikšmes, parinkdami ar- 
gumento reikšmes kas 0,3, ir nubrėžkite milimetriniame popieriuje funk- 
cijos y grafiką atkarpoje [0; 21]: 

a) y = sinx; b) y = cosx; O y = tgx; d* y = dgr 

24. Raskite apytiksliai, panaudodami atitinkamą grafiką: 

a) sin 0,6; b) cos 0,9; c) tg 1,2; d)* ctg 0,3. 

25*. Įrodykite, kad: 

a) taškai P, ir P, simetriški Ox ašies atžvilgiu tada ir tik tada, kai a = 
= 2nn — B, neZ; 

b) taškai P, ir P, simetriški Oy ašies atžvilgiu tada ir tik tada, kai a = 
= (2n + 1) n - B, neZ; 

c) taškai P, ir P, simetriški koordinačių pradžios atžvilgiu tada ir tik tada, 
kai a = (2n + 1)n + P, neZ. 


2. PAGRINDINĖS TRIGONOMETRIJOS FORMULĖS 


Iš X klasės algebros kurso prisimenate daug trigonometrijos formulių. 
Jas pakartodami, atlikite šio skyrelio pratimus (formules žr. skyrelyje „Kar- 
tojimo medžiaga“). 
V Jums naujos yra pusės argumento formulės: 


sin A_ + 170080 
2 e 2 > (1) 
COS a =+ 1+ cos a 
2 9 , (2) 
0 1-cosa 
tenmt, (3) 
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y y X 


Sinuso ženklai Kosinuso ženklai Tangento ir kotan- 
gento ženklai 


12 pav. 13 pav. 14 pav. 


Taikydami šias formules, prieš šaknį rašome pliuso arba minuso ženklą, atsi- 
žvelgdami į kairiosios pusės ženklą. Žinant ketvirtį, kuriam priklauso kam- 
pas a, tai padaryti nesunku — žr. toliau pateiktus pavyzdžius. Iš X klasės 
žinomas trigonometrinių funkcijų ženklų nustatymo taisykles galite prisiminti 
išnagrinėję 12—14 paveikslus. 

Išvesdami (1) ir (2) formules, dvigubo argumento formulėje cos 2t = cos*t — 


; SE , A a 
— sin?t vietoj t parašykite reikšmę z` 


20 yg 
COS A = COS” — -sin —.- 
2 2 


7 e a PEE 
Sios lygybės dešiniąją pusę, remdamiesi formule sin“ 2 + cos? 5“ 1, išreiš- 


kiame sinusu arba kosinusu: 


cos a=1-2sin* o arba cosa =2 cos? 5-1. 


Iš čia 
e (4) 
2 2 
cos? - 1+co5Q (5) 
2 2 


Iš (4) formulės išplaukia (1) formulė, o iš (5) — (2) formulė. (4) lygybę 
padaliję panariui iš (5), gauname lygybę 
sk Lg“ (6) 
2 1+cos0' 
iš kurios išplaukia (3) formulė. 


Padauginę lygybės 


(04 2 
19 == 7 
83 (7) 
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PEN i E S a 
dešiniosios pusės skaitiklį ir vardiklį iš ir , gauname 


Ol . Q a 
sin— 2Zsin—cos— 
2 2 


t a jp 9 sind | 
8) a ar 1+c0sa' 
cos— 2cos“ — 
2 2 
t. y. 
a sin Q 
te (8 
83 1+cosa * ) 


Analogiškai, padaugine (7) lygybės dešiniosios pusės skaitiklį ir vardiklį iš 
. a 
Bini gauname formule 


q (9) 
2 sin & 

(3) formulė patogesnė už (8) ir (9) formulę, nes į pastarųjų dešiniąją puse 
įeina ir sin a, ir cosa, o į (3) dešiniąją puse — tik cos a. Kita vertus, (8) ir (9) 
formulėje nėra šaknies ir + ženklų, todėl jos kartais pranašesnės už (3) for- 
mulę. 


NT 
1 pavyzdys. Be lentelių apskaiciuokime sin-—:; 


12 ` 
sin, = 12-43 


T 
(prieš šaknį parašėme pliuso ženklą, nes kampas 39 Yra I ketvirtyje, todėl 


sin 2 B 0). 
12 
2 pavyzdys. Be lentelių apskaičiuokime ez. Pastebime, kad 


51 


kampas yra II ketvirtyje. Todėl eo <0, vadinasi, 
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. Q a a 
3 pavyzdys. Apskaičiuokime AS 3 0 ir tg) » kai cos a = 0,8 
S T 
r0< = 
i a< 5 


a „a a a 
Kadangi y yra I ketvirčio kampas, tai S > 0, > > 0 ir te, > 0. 


Vadinasi, 


Es 108 = [0,1 = 0,3162, 


os% = 2 8 -Joa =0,9486, 
[2 1-0,8 
2 = 0,3333. 

82 NIFOS -J55 > 


Pratimai 


Formules, siejancios to paties argumento trigonometrines funkcijas 


26. Ar gali to paties argumento sinusas ir DE būti Must; lygūs: 
a) 0,6 ir -0,8; b) -0,4 ir 0,7; O ir — ; d) 0 ir 0; e) 1 ir —1; DŽ ir - —? 


27. Žinodami vienos trigonometrinės A reikšmę ir intervalą, L pri- 
klauso a, raskite kitų trijų pagrindinių trigonometrinių funkcijų reikšmes: 


4 
diana“ Nese is bi eesa= ==, auka 
5 2 92 
12 3n 81 
pe SMS 9 d) ctga = —7, y <0<2r; 
y 2 31 31 
e) sina = 30 z <% < 31; f) tga = -2,0 < a < y“ 

28. Apskaičiuokite: 

E ai 5“ ds 
Liepa“ i cos a = 15 y <% < 2r; 
cos & + ctga S LAS 3T 
— ~ > kaicos a === irrn<a<—. 

ctga 3 2 


29. Kai 0 < a < A teisingos lygybės: 


v1-sin*a cosa 
AAA ; 
Sino J1-cosža 


a) 
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Įrodykite. 

Suprastinkite reiškinius“ (30—32). 
30. a) cosa tga — sin a; b) cosa — sina ctga; 
tg'a-sinža 


c) costa (1+ tes o de —— ~~~z 
ctga — cos Q 


2 "4 2 
ik Pain B F b) 1 2605 e. 
sin B + cosp coso — sino 
2 — 
d 2cos x za d) le a de 
2sinžx-1 l+siny 1-siny 


. a) sin? t — sint t + : 
32. a) 24 tt + cost 
b) cos? x — cost x + sin! x; 
c) sinža — sin? B — cos? B + cos? a; 
d) sin?a sin? B + costa cos? B + sin? a cos? B + costa sin? p. 


Redukcijos formulės 


T 
33. Pakeiskite mažesnio už 1 teigiamo argumento trigonometrine funkcija: 


a) sin ST; b) cosa: c) E): d) in) 
3 4 3 6 
e) tg 800°; f) sin (-405*); g) cos (-600*); h) ctg (-945>). 


34. Irodykite tapatybę: 
a) sin[ A + a) = COS 2 -a) > 
4 ONA i 
b) tg(n-a)= cez + a) 


35. Suprastinkite: 
a) 2tgy-tgly- rusų) 


sin(-a)  tg(90-a) cosa: 
— + . 
sin (180%-a) ctg0 sin (90*+0:)" 
* „Suprastinti reiškinį“ reiškia tiktai techninį pratimą. Gautasis reiškinys gali būti api- 


brėžtas aibėje, apimančioje pradinio reiškinio apibrėžimo sritį. Tačiau, jeigu tai specialiai nenu- 
rodyta, rasti šių sričių nereikalaujama. 
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36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


tg (180-a)cos(180”-a) tg (90—a) 


sin (90*+0.)ctg (90*+0) tg (90%%a) ° 


tg(270°—a)sin 130° cos 320° sin 270° 


ctg(180*-0)cos 50° sin 220° cos 360° ` 


Be lentelių ir skaičiuoklio apskaičiuokite: 


a) 10 ctg 135° sin 225° cos 315“; 


+ T Tm, 4n Tr 
b) 8sin—cos—t ct, 
ai Ši a ks 


Sudėties formulės ir jų išvados 


Apskaičiuokite (37—38). 


a) cos 0,31 sin 0,21 + sin 0,31 cos 0,21; 


T o a 
b)cos— cos — — sin — sin - 
15 5 15 5 


> 


c) cos 35° sin 65° — sin 35° cos 65“; 
d) cos 79” cos 34° + sin79” sin 34“. 


tg22+tg23" | 
1-te22't823*” 


Apskaičiuokite cos (a + B), kai: 


, 4 3 
a) sina = =, cos B = -— 
5 5 2 


b) sin a = sinB = A pzas Z 


13 A O 
Apskaičiuokite sin (a + ß), kai: 
1 
a) cosa = pe e ir0<a< T mapa = 
13 5 2 
„An 31 
b) cosa = cos b= == 1 — <a. <, < D < — 


5 2 


b) 


to e 


2n 51 
is e 
8-3 “E. 


27, Sr’ 
12 


tg 72”—tg 42° 


1+tg72"tg42"' 


T T 
„=<a<n, —<B< T; 
2 


2. 
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41. Apskaičiuokite tg (x + y) ir tg (x — y), kai: 
a) tgx = 1,2 ir tg y = 0,7; 
b) tgx = -0,2 ir tg y = 1,5. 


42. Suprastinkite: 


a) sin a cos 3a — cos a sin 3a; 


b) cos 4a cos a + sin 4a sin a; 


T T 
c) cos| œ+- |+c08[ 4— * |; 
3 a 


d) sin + z) - sin - z) 


43. Įrodykite tapatybes: 


pirer. te 7 +o} p DES. efi e} 
1-tg0 4 cost-sint 4 
sin (01 + 

) =r tga + tgp; 
cos& cos P 


d) cos (a + P) cos (a —B) — sin (a + P) sin (a — P) = cos 2a. 


44. Žinoma, kad sina = 0,6 ir 0 < a < 2 į 
Apskaičiuokite: 
a) sin 2a; b) cos 2a; c) tg 2a; d)ctg 2a. 


45. Žinoma, kad cos B = — > ir sin B > 0. 


Apskaičiuokite: 
a) sin 2ß; b) cos 2B; c) tg 2P; d)ctg 2B. 


46. Įrodykite, kad teisingos šios lygybės: 
a) sin T eos% = de 
12 12 4 
b) 1 — 4 sin*B cos?B = cos? 2f. 


47. Suprastinkite: 


2te 77 
a) —== b) 1 — 2 sin?ọ + cos 26; 
3 T 
1-tg*— 
12 
c) cos 4x + 2 sin? 2x; d) (cos? + 2 sint cost — sin? ). 


2. 1046 
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48. Pakeiskite sandauga reiškinį: 


a) sin 50° + sin 70%; b) cos 27° + cos 63°; 
) E d) Ga gs 
2 B 9” 5 50 


49. Be skaičiuoklio ir lentelių apskaičiuokite: 


a) cos 105° + cos 75“; b) cos 15° — cos 75“; 
) sin > in x d) cos > L, 
1n —- —; — —. 
ais ad a 12 12 


50. Suprastinkite: 


a) cos 5 + Jrolž- | 
3 Q 3 01 
T T 

b —+0|- —-( |; 

) cos| 3 o) cos| 7 o) 


g sins0” —sin10”. ayesin?[a-2)-cos*[a+<) 
sin 20° 8 Š 


51. Įrodykite, kad šios lygybės yra tapatybės: 


sin Q + sin30 
a) —————— = tg 20; 
cosa + cos3a 


cos(a +B) + cos(a -B) | ba 


LT (a + B) +sin(a - B) 


sin a + 2sin 20 + sin 304 
cosa + 2sin 204 + cos3a 


c) = tg 2q; 


tg(a+ß)-tga -tgp S 


tgp. 
tgatg(a+ß) gb 


Pusės argumento formulės 


GL 0. Q 
w i sın cos— ir t i: 
52*. Raskite z”? 2 ir tg 2” kai 
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53*.Be skaičiuoklio ir lentelių apskaičiuokite: 


T T T 
sin—; cos—; tg—; 
a) sin 3 b) 3 c) tg 8 
171 T 
d) sin=—; —; f —. 
) 12 e) TE ) tez 
54*. Irodykite, kad šios lygybės yra tapatybės: 
a) 1+sing=200s'[ 5-5) b) 1-sinę=2sinė| 5-2) 
1-tg?? 2tg? 
c) cosx = ——2; d) sin += —Ž-. 
4 iy 1+tg?=H 
de 83 
55*. Suprastinkite: 
1+c08y, 2Y 2 l-cosọ O „B 
——-" tg“ —-coOS“ y; b) ctg“ —-sin“ q; 
) 1- cosy p 2 A 1+cosọ = 2 i 
1l-sinx t % T G 
) tg | = | d) 1+t (3- z) 
Dreame ~ E 3 “lg 2 
56*, Pakeiskite sandauga reiškinius: 
a) 1 + sin Ọ + cos Q; b) 1 — sin p + cos q; 
c) 1 + sin ọ — cos q; d) 1 — sin q — cos q. 


Žinoma, kad a + B+ y= 1, be to, a, B ir y teigiami. Įrodykite, kad šios 
lygybės yra tapatybės (57—59). 
B d 


57*.a) sin a + sin $ + sin y = 4008008, cos; 


b) sin a + sin $ — sin y = 4sin Š sin E cost; 


c) cosa + cosß + cos y = 1+4sin sin Ésin 1; 


P Y 


d) cosa + cosß — cos y =4cos cos% sin? -1. 
275242 


58*a) tga + tgB + tgy = tga tgB tg y; 


b) 92 +cgh+agl a 


a Y 
= ctg — ctg- ct 
8 3 8 8 2 
59*. a) sin 2a + sin 2B + sin 2y = 4 sina sin $ sin y; 
b) cos 2a + cos 28 + cos 2y = -1 — 4 cosa cos ß cos y; 
c) cosža + cos?B + cos?y = 1 — 2 cosa cos f cos y; 
d) sinža + sin?ß + sinžy = 2 + 2 cosa cos p cos y. 
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$ 2. PAGRINDINĖS FUNKCIJŲ SAVYBĖS 
3. FUNKCIJA 


1. Su funkcijos sąvoka susipažinote VII—IX klasės algebros kurse. Mo- 
kantis analizės pradmenų, patogus toks apibrėžimas. 

Funkcija su apibrėžimo sritimi D vadinama atitiktis, kuri kiekvienam skai- 
čiui x iš aibės D priskiria po vieną skaičių y. 

Paprastai funkcijas žymime lotyniškomis (kartais graikiškomis) raidėmis. 
Panagrinékime bet kokią funkciją f. Skaičių y, kuris atitinka skaičių x, va- 
diname funkcijos f reikšme taške x ir žymime f(x). Funkcijos f apibrėžimo sritį 
žymime D(f). Visų skaičių f(x) aibė, kai x priklauso funkcijos f apibrėžimo 
sričiai, vadinama funkcijos f reikšmių sritimi ir žymima Elf). 

1 pavyzdys. Formulė 


f(x) = V1-x? (1) 


kiekvienam x iš atkarpos [-1; 1] priskiria reikšmę Ax). Pavyzdžiui 
f(0)=/1-02 =1; f(1)=0; f(-1)=0. 


Todėl natūralu tarti, kad ši formulė išreiškia funkciją, kurios apibrėži- 
mo sritis — atkarpa [-1; 1]. Sios funkcijos reikšmių sritis — atkarpa [0; 1] 
(15 pav.). Trumpai galima rašyti: 

Df) = [-1; 1), E(f) = [0; 1]. 


Dažniausiai funkcija išreiškiama kokia nors formule. Be to, jeigu nėra 
papildomų apribojimų, tai formule išreikštos funkcijos apibrėžimo sritimi lai- 
koma aibė visų kintamojo reikšmių, su kuriomis ši formulė turi prasmę. 

2 pavyzdys. Formulė 


Ha) 


turi prasmę, kai x + 0, todėl funkcijos f(x)= - apibrėžimo sritį sudaro visi 
nelygūs nuliui realieji skaičiai. Jos reikšmių sritis sutampa su apibrėžimo 
sritimi. ją sudaro intervalų (-+; 0) ir (0; eo) sąjunga. 

Dviejų aibių A ir B sąjunga vadinama aibė, 
kurios kiekvienas elementas priklauso bent vie- 
nai iš aibių A ir B. A ir B sąjunga žymima taip: 
A U B. Pavyzdžiui, atkarpų [0; 2] ir [1; 3] sąjunga 
yra atkarpa [0; 3]. 

Ženklą U patogu vartoti žymint skaičių aibes, 
kurias galima išreikšti skaičių atkarpų sąjunga. 
Štai 2 pavyzdžio atsakymą galima taip užrašyti: 


Df) = Ef) = (~; 0) u (0; =). 
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3 pavyzdys. Funkcijų f(x) = sin x ir 
f(x) = cos x apibrėžimo sritis — visa skaičių 
tiesė: 

Dlsin) = (=xo; »); D(cos) = (—<o; 00), 

Šių funkcijų reikšmių sritis — atkarpa 
[-1; 11: 

E(sin) = [-1; 1); 
E(cos) = [-1; 1]. 


Funkcijos y = tgx apibrėžimo sritis — 


T 7 
visų intervalų (5 + nn; 3 + mn} kai neZ, 


sąjunga, o jos reikšmių sritis — visa skaičių 
tiesė: Eltg) = (—%; 00). 

4 pavyzdys. Skaičiaus x sveikąja dalimi, žymima [x], vadinamas 
didžiausias sveikasis skaičius, ne didesnis už x. Kiekvienam realiajam skai- 
čiui x priskyrę jo sveikaja dalį, gausime funkciją fx) = [x], kurios apibrėžimo 
sritis — realiųjų skaičių aibė R, o reikšmių sritis — sveikųjų skaičių aibė Z 
(16 pav.). 

Skirtumas x — [x] vadinamas skaičiaus x trupmenine dalimi ir žymimas (x). 
Funkcijos f(x) = (x| grafikas pavaizduotas 17 paveiksle. 

Paprastai skaičiams iš funkcijos f apibrėžimo srities žymėti parenkame 
kurią nors raidę, vadinamą nepriklausomu kintamuoju arba argumentu. Daž- 
niausiai tai raidė x. Taip susitarus, užuot sakius „funkcija f, išreikšta formule 
fax) = x**, sakoma trumpai „funkcija f(x) = x”, arba tiesiog „funkcija x*“. Ati- 
tinkamoms funkcijos reikšmėms žymėti dažniausiai parenkame raidę y. Taip 
parinkus galima, pavyzdžiui, sakyti „funkcija y = x*“. Tačiau reikia suvokti, 
kad lygybėmis f(x) = x?, f(y) = y?, u = z? apibrėžiama ta pati funkcija. 


16 pav. 


* Funkcija f, kurios apibrėžimo sritis D ir reikšmių sritis E, taip pat 
vadinama aibės D atvaizdžiu į aibę E. Pavyzdžiui, galima sakyti, kad (1) 
formulė išreiškia atkarpos [-1; 1] atvaizdį f į atkarpą [0; 1]. Taigi žodžiai 
„funkcija“ ir „atvaizdis“ yra sinonimai. 

Neretai nagrinėjamos funkcijos (atvaizdžiai), kurių apibrėžimo sritis arba 
reikšmių sritis nėra skaičių aibės. Su tokiais pavyzdžiais iš esmės jau susi- 
dūrėme per geometrijos pamokas. Pavyzdžiui, daugiakampio plotas, kai ploto 
matavimo vienetas fiksuotas, yra funkcija, kurios apibrėžimo sritis — plokš- 
tumos daugiakampių aibė, o reikšmių sritis — neneigiamų realiųjų skaičių 
aibė (nulinį plotą turi „išsigimę daugiakampiai“, pavyzdžiui, atkarpa). 

Judesys (ir panašumo transformacija), 
kuris figūrą F perveda į figūrą F’, irgi yra 
atvaizdis (funkcija): apibrėžimo sritis — fi- 
gūra F, o reikšmių sritis — figūra F”. 

Sąvoka „atvaizdis“ yra viena pagrindi- 
nių visos matematikos sąvokų. Remiantis 
šia sąvoka, galima funkciją apibrėžti taip: 
funkcija, kurios apibrėžimo sritis D ir reikš- 
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mių sritis E, vadinamas aibės D atvaizdis į 
aibę E, kai kiekvieną aibės D elementą ati- 
tinka po vieną aibės E elementą, o kiekvienas 
aibės E elementas priskirtas kuriam nors (bent 
vienam) aibės D elementui. 9 


2. Funkcijos f grafiku vadinama koordina- 
čių plokštumos taškų (x; y) aibė, kai y = f(x), o 
x „perbėga“ visą funkcijos f apibrėžimo sritį. 
Kad koordinačių plokštumos poaibis būtų ku- 
rios nors funkcijos grafikas, būtina, kad šis po- 
aibis turėtų ne daugiau kaip vieną bendrą tašką su bet kuria tiese, lygiagrečia 
su Oy ašimi. Pavyzdžiui, aibė, pavaizduota 18 paveiksle, nėra funkcijos gra- 
fikas, nes ji turi du taškus su vienoda abscise a ir skirtingomis ordinatėmis b, 
ir b,. Jeigu mes laikytume šią aibę funkcijos grafiku, tai reikėtų tarti, kad ši 
funkcija, kai x = a, turi dvi reikšmes b, ir b,. Tai prieštarautų funkcijos api- 
brėžimui. 

Dažnai funkcija reiškiama grafiškai — pateikiamas jos grafikas. Tuomet 
kiekvienam x, iš apibrėžimo srities nesunku rasti atitinkamą funkcijos reikš- 
me Yo (19 pav.). 


0 a X 


18 pav. 


3. Funkcija f vadinama didėjančiąja aibėje P, kai didesnę argumento reikš- 
mę iš šios aibės atitinka didesnė funkcijos reikšmė. Kitaip tariant, jeigu iš 
nelygybės x, > x,, kai x, ir x, — bet kurie aibės P skaičiai, išplaukia nelygybė 
fæ) > Kx), tai funkcija f didėja aibėje P. 

Funkcija f vadinama mažėjančiąja aibėje P, kai didesnę argumento reikšmę 
iš šios aibės atitinka mažesnė funkcijos reikšmė, t. y. jeigu iš nelygybės x, > x, 
kai x, ir x, — bet kurie aibės P skaičiai, išplaukia nelygybė f(x) < fx). 


5 pavyzdys. Funkcija y = x" (ne N) didėja visoje skaičių tiesėje, kai 
n nelyginis. Kai n lyginis, funkcija y = x" didėja intervale [0; +) ir mažėja 
intervale (oo; 0]. 

Iš pradžių įrodykime, kad funkcija y = x" didėja intervale [0; oo), kai n — 
bet kuris natūralusis skaičius. Tarkime, kad x, > x, 2 0. Tuomet, remian- 
tis laipsnio savybe, x; >x5. Dabar tarkime, kad n — lyginis skaičius. Jeigu 
xy <x,<0, tai —x2>-x, 20, todėl (=x," > (ex), t. y. x3 >x1. Įrodėme, kad 
funkcija y = x", kai n lyginis, intervale (-+; 0] mažėja. 

Tereikia išnagrinėti atvejį, kai n — nely- 
ginis skaičius. Jeigu x, < 0 < x,, tai x3 <0< xf. 
Jeigu x, < x, < 0, tai —x, > -x, > 0, todėl (-x,) > 
> (=x,)", t. y. -x3 >-x;. Vadinasi, x < xï. Ma- 
tome, kad, kai n — nelyginis skaičius, iš 
nelygybės x, < x, išplaukia nelygybė x; <x]. 
Vadinasi, funkcija y = x”, kai n — nelyginis 
skaičius, didėja visoje skaičių tiesėje. 

6 pavyzdys. Įrodykime teiginį: jeigu 
funkcija f didėja visoje skaičių tiesėje, tai funk- 
19 pav. cija y = f(x) visoje skaičių tiesėje mažėja. 
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y 
fœ Efe) 


20 pav. 21 pav. 


Kadangi funkcija f didėja, tai iš nelygybės x, < x, gauname nelygybę f(x) > 
> fx), o iš jos F(x,) < /(x,). Vadinasi, kai x, ir x, — bet kurie realūs skai- 
čiai ir x, > x,, tai teisinga nelygybė — f(x,) < - f(x). Tai reiškia, kad funkcija 
y = - f(x) mažėja. 

7 pavyzdys. Funkcija Ax) = {x} (trupmeninė x dalis) didėja kiekviename 
intervale [n; n + 1), kai n — bet kuris sveikasis skaičius (žr. 19 pav.). 

Tiriant funkcijų didėjimą ir mažėjimą, reikia nurodyti ilgiausius didėjimo 
ir mažėjimo intervalus. Pavyzdžiui, galėjome sakyti, kad funkcija f(x) = {x} 
didėja intervaluose [n; n + 0,5]. Tai teisinga, bet atsakymas būtų neišsamus. 

4. Nagrinėsime funkcijas, kurių apibrėžimo sritys yra simetriškos koordi- 
načių pradžios atžvilgiu, t. y. kartu su bet kuriuo skaičiumi x apibrėžimo sričiai 
priklauso ir skaičius (-x). Siuo atveju apibrėžiamos lyginės ir nelyginės funk- 
cijos. 

Funkcija f vadinama lygine, jei su visais x iš jos apibrėžimo srities f(-x) = 
= f(x) (20 pav.). Funkcija f yra nelyginė, jei su visais x iš jos apibrėžimo srities 
f(-x) = (x) (21 pav.). 

8 pavyzdys. Funkcija f(x) = x* lyginė, o funkcija g(x) = x? nelyginė. 
Iš tikrųjų jų apibrėžimo sritis (visa skaičių tiesė) yra simetriška taško 0 at- 
žvilgiu, ir su visais x yra teisingos lygybės 

f(-x) = (zo! = x* = f(x), 
gl(-x) = (-x) = —x3 = —glx). 

Funkcijų x* ir x* grafikai pavaizduoti 22 ir 23 paveiksle. 

Braižydami lyginių ir nelyginių funkcijų grafikus, remsimės šiomis jums 
žinomomis savybėmis. 

Lyginės funkcijos grafikas yra simetriškas ordinačių ašies atžvilgiu, o nely- 
ginės funkcijos grafikas yra simetriškas koordinačių pradžios atžvilgiu. 
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24 pav. 25 pav. 


3 
9 pavyzdys. Funkcija f(x)= o lyginė, nes jos apibrėžimo sritis 


simetriška koordinačių pradžios atžvilgiu (ją sudaro visi skaičiai, nelygūs -1, 
0 ir 1) ir su visais xe D(f) yra teisinga lygybė 
3 
(-x) +(-x) a? =Y x +x X 


ds (=ay - (-x) p xx? p x -x Fa) P 


Šios funkcijos grafikas simetriškas Oy ašies atžvilgiu (24 pav.). 


10 pavyzdys. Funkcija f(x) = x + A nelyginė (įrodykite savarankiškai). 
Jos grafikas yra simetriškas koordinačių pradžios atžvilgiu (25 pav.). 

11 pavyzdys. Pagrindinės trigonometrinės funkcijos sinusas, tangentas 
ir kotangentas yra nelyginės, o kosinusas — lyginė funkcija. Todėl sinuso, 
tangento ir kotangento grafikai (žr. 6, 9, 10 pav.) yra simetriški koordinačių 
pradžios atžvilgiu, o kosinuso grafikas (žr. 7 pav.) — ordinačių ašies atžvilgiu. 
x +x 

+1 
nelygine funkcija g(x) = x. Tačiau f nėra nei lyginė, nei nelyginė funkcija, 
kadangi jos apibrėžimo sritis nesimetriška taško 0 atžvilgiu: 1 įeina į api- 
brėžimo sritį, o —1 neįeina. 

13 pavyzdys. Funkcija f(x) = x? + x nėra nei lyginė, nei nelyginė. 
Jos apibrėžimo sritis yra simetriška taško 0 atžvilgiu, tačiau, pavyzdžiui, f(1) = 
= 2, f(-1) = 0, t. y. nei lygybė f(1) = f(-1), nei lygybė f(1) = —/(-1) nėra teisinga. 


12 pavyzdys. Funkcija f(x) = su visais x 4 -1 sutampa su 


Pratimai 


60. Raskite funkcijos reikšmes nurodytuose taškuose: 
a) f(x) = x + > taškuose 1, —1, 10, 2t; 
x 


b) g(x) = Vx?+1 taškuose 0, 1, -1, 3t; 
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61. 


62. 


63. 


64. 


c) p(t) = 2 sin 4t taškuose F m, 1, —%; 


T 2 T T 3 
d) p(z) = 3008 2-5) taškuose A ge 1, E 
x, kaix 20, 
afans lel = ia kai x< 0. 
Raskite f(0), f(-3), f(2), FŒ). 
1, kai x>0, 
b) f(x) = 4 0, kai x=0, 
-1, kai x< 0. 


Raskite f(2), f(-3), f(t?). 

Raskite šiomis formulėmis išreikštų funkcijų apibrėžimo sritis: 
a) f(x) = ax + b; 

b) f(x) = ax? + bx? + cx + d; 


c) f(x) =Vx? +1; 
d) f(x) = da? -1; 


ia E 
x + 


Xx 


f fæ) = <> 
X — DX 


8) Aa) = — i 
COS” X 


h) f(x) = ; 
cosx- 1 


Raskite šiomis formulėmis išreikštų funkcijų 
reikšmių sritis: 


a) f(x) = 1; b) f(x) = x; 
c) f(x) = Vx; d) f(x) = Vx? +1; 
e) f(x) = sin? x; D f(x) = cos? x; 
gy f(x) = [x?); b)* f(x) = 

x t3 


Raskite apibrėžimo sritis ir reikšmių sritis 
funkcijų, kurių grafikai pavaizduoti 26a, 26b 
ir 26c paveiksle. 26 pav. 


26 


65. 


66. 


67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


72. 


TRIGONOMETRINĖS FUNKCIJOS 


27 pav. 28 pav. 29 pav. 


a) Trikampio pagrindas lygus a, o aukštinė h. Nubrėžta tiesė, lygiagreti su 
trikampio pagrindu ir atkertanti trikampį, kurio aukštinė lygi x. Išreikš- 
kite atkirstojo trikampio pagrindą ir plotą kaip kintamojo x funkcijas. 
b) Kvadrato kraštinė lygi a. Nubrėžta tiesė, kertanti kvadratą ir lygiagreti 
su kvadrato įstrižaine (27 pav.). Nustatykite atkirstos figūros ploto S ir 
atstumo x nuo tiesės iki kvadrato viršūnės A priklausomybę. Raskite funk- 
cijos S(x) apibrėžimo sritį. Nubraižykite jos grafiką. 

Ar yra funkcijos grafikas figūra, pavaizduota: a) 28 paveiksle; b) 29 pa- 
veiksle? 


Nubraižykite funkcijų grafikus: 
1 
a) y = x? + 2x — 3; b) y = x? — 5x + 6; ys 5 
pta 2 a Ž = 13 
dis ai e) y=x +1; f) y = (x- 1); 


g) y = Vx; h) y =vx-1. 

Nubraižykite kokios nors funkcijos grafiko eskizą, kai ta funkcija: 

a) didėja intervale (—-o; 2] ir mažėja intervale [2; o); 

b) didėja intervaluose (-; -2] ir [0; 1] ir mažėja intervaluose [-2; 0] ir 
[1; ee). 


Raskite funkcijų didėjimo ir mažėjimo intervalus (69—70). 


a) f(x) = -3x + 2; b) f(x) = x - 2; 
c) f(x) = -2x +2; d) f(x) = -2x? + 6x — 7. 
a) fa) = 2-1; b) feo Sat 
X x 
c) f(x) =Vx; d) ft) = Vx. 


Įrodykite šiuos teiginius (71—73). 

a) Funkcija f(x) = x? intervale [0; œ] didėja, o intervale (—«; 0] mažėja; 
b) funkcija f(x) = + mažėja kiekviename iš intervalų (—%; 0) ir (0; co), bet 
ne jų sąjungoje. 

a) Jeigu funkcija f didėja intervale I, tai funkcija kf, kai k > 0, taip pat 
didėja šiame intervale; 

b) Jeigu funkcija f didėja intervale I, tai funkcija Rf, kai k < O, taip pat 
didėja šiame intervale. 
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73. 


74. 


75. 


76. 


77 


78. 


79. 


80. 


a) Funkcija f didėja aibėje P tada ir tik tada, kai skirtumai x, - x, ir 
fæ) — Kæ) turi vienodus ženklus, o x, ir x, — bet kurie skaičiai iš aibės 
P (x, + xo); 
b) funkcija f mažėja aibėje P tada ir tik tada, kai skirtumai x, - x, ir 
fx) - fx) turi skirtingus ženklus, o x, ir x, — bet kurie skaičiai iš aibės 
P lx, + xg 


Įrodykite, kad šios funkcijos yra lyginės: 


1 
a) x? + x$; b) ED; c) Vx? +1; d) Ix?l; 
x 
e) sin x?; f) sin Ixl; g) cos 2x; h) Ixl+ cos x. 


Įrodykite, kad šios funkcijos yra nelyginės: 


1 Via? 


a) x? + x; b) >: ce) ——=; d) x?— x; 
x x 9 
Ñ tgx +ctg x 
e) sin aš: f) tg 5x; „los pj (lentos) 
x1 sin x cosx 


Kurios iš toliau išvardytų funkcijų yra lyginės, kurios nelyginės, o kurios 
nei lyginės, nei nelyginės (76—77)? 


a) sinx + ctg x; b) Isin xl; 

c) xt + tgix + 1; d) x? + tg?x + 1. 

a) cos x — tg x; b) R, 
x-sinx 

c) sin x cos x tg x + 1; d) (x? + 1) sin x. 


a) Įrodykite, kad funkcija y = = yra lyginė, ir nubraižykite jos grafiką. 
X 


b) Įrodykite, kad funkcija y = e yra nelyginė, ir nubraižykite jos grafiką. 
% 1 

a) Toje pačioje koordinačių sistemoje nubraižykite funkcijų  Y= a 

1 1 

y= = 2 ir y= > -2 grafikus. (Iš pradžių raskite šių funkcijų reikšmes 

1 

taškuose +3, +2, +1, +2.) 

b) Įrodykite, kad funkcijos f(x) + b grafiką galima gauti iš funkcijos f(x) 

grafiko, jį lygiagrečiai pastūmus išilgai ordinačių ašies per atstumą b aukš- 

tyn (kai b > 0) arba žemyn (kai b < 0). 


; B BA > EATR = 1 1 
a) Toje pačioje koordinačių sistemoje nubraižykite funkcijų y=—, y = 5 
x x- 
1 f i A ŠA - 
ir B grafikus. (Iš pradžių raskite šių funkcijų reikšmes taškuose 
x+ 


+1, +3, +4, d) 

b) Irodykite, kad funkcijos f(x — a) grafiką galima gauti iš funkcijos f(x) 
grafiko, jį lygiagrečiai pastūmus išilgai abscisių ašies per atstumą a į de- 
šinę (kai a > 0) arba į kairę (kai a < 0). 
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4. FUNKCIJU TYRIMAS 


1. Nuo VII klasės jūs braižėte funkcijų grafikus pagal taškus. Dažnai 
šiuo metodu galima pasiekti gerų rezultatų, žinoma, kai pažymime pakanka- 
mai daug taškų. Tačiau tam tikslui reikia sudaryti dideles funkcijos reikšmių 
lenteles, o svarbiausia — galima nepastebėti funkcijos esminių ypatybių ir 
galų gale suklysti braižant grafiką. 

Pavyzdžiui, tarkime, kad, apskaičiavę penkiolika funkcijos reikšmių (15 taš- 
kų) ir pažymėję atitinkamus grafiko taškus koordinačių plokštumoje, gavome 30 
paveikslą. Natūralu manyti, kad grafiko eskizas artimas tolydžiai kreivei, einan- 
čiai per visus šiuos taškus (31 pav.). Tačiau „tikrasis“ grafikas (aišku, taip pat 
einąs per šiuos taškus) gali būti visiškai nepanašus į šį eskizą (32, 33 pav.). 

Vengiant klaidų, reikia išmokti atskleisti būdingas funkcijos ypatybes, t. y. 


iš pradžių funkciją ištirti. Nagrinėdami funkciją f(x)= == kaip pavyzdį, 
x + 


išsiaiškinsime, kokius klausimus naudinga įtraukti į tokį tyrimą. 


0 X 
|] 
. 
|] 
. 
30 pav. 31 pav. 
y y 

0 x 0 4 


32 pav. 33 pav. 
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1) Rasime funkcijos apibrėžimo sritį. Šiuo atveju 
D(f) — visa skaičių tiesė, nes vardiklis x? + 1 nevirsta 
nuliu. Vadinasi, kiekvieną abscisių ašies tašką atitin- 
ka grafiko taškas. 

2) Funkcija f(x) lyginė: kai xe R, 


f(-x) = S 1 f(x). 


E oL 


34 pav. 


Todėl užtenka tirti funkciją ir braižyti jos grafiką, kai 
x > 0, o paskui — atvaizduoti gautąjį grafiką simetriškai ordinačių ašies at- 
žvilgiu. 

3) Rasime funkcijos f grafiko ir koordinačių ašių susikirtimo taškus. Or- 
dinačių ašį grafikas kirs taške (0; f(0)). Reikšmė /(0) lygi 1. Todėl grafikas eina 
per tašką (0; 1). 

Ieškant funkcijos f grafiko ir abscisių ašies susikirtimo taškų, reikia iš- 
spręsti lygtį f(x) = 0. Šiuo atveju lygtis — 
jos f grafikas abscisių ašies nekerta. Y + 

4) Nustatysime, kuriuose intervaluose / įgyja teigiamas ir kuriuose — 
neigiamas reikšmes. Šiuose intervaluose — jie vadinami funkcijos pastovaus 
ženklo intervalais — funkcijos grafikas yra virš abscisių ašies (po abscisių aši- 
mi). Kadangi x? + 1 reikšmė yra teigiama su visais x, tai f(x) > 0 visoje skaičių 
tiesėje. 

5) Funkcijos f grafiką braižyti daug lengviau, žinant, kuriuose intervaluo- 
se funkcija f didėja ir kuriuose mažėja (šie intervalai yra vadinami funkcijos 
didėjimo arba mažėjimo intervalais). Įrodykime, kad tiriamoji funkcija didėja 
intervale (--; 0] ir mažėja intervale [0; =). 

Tarkime, kad x, ir x, — du intervalo [0; œ) skaičiai, be to, x, > x,. Kadangi 
x, ir x, teigiami, tai iš nelygybės x, > x, gauname šias nelygybes: x? >x, 
x? +1>x2+1 ir 1 1 


1 =0 šaknų neturi, todėl funkci- 


<- —. 
xi +1 x2 +1 
Vadinasi, f(x,) < fx), t. y. f intervale [0; =) mažėja. 

Intervale (—«; 0] funkcija f didėja. Įrodoma analogiškai (galima remtis ir 
tuo, kad f — lyginė). 

6) Rasime funkcijos reikšmes taškuose, kuriuose didėjimas keičiasi į ma- 
žėjimą arba atvirkščiai. Tiriamuoju atveju yra tik vienas taškas, kuris pri- 
klauso ir didėjimo, ir mažėjimo intervalui, — tai taškas x = 0; atitinkama 
ordinatė f(0) = 1. 


7) Pagaliau matome, kad, neaprėžtai didinant x, dvinario x? + 1 reikšmė 


neaprėžtai didėja, todėl trupmenos — reikšmė artėja prie nulio. 
x + 


Tiriant funkciją įgytų žinių pakanka jos grafikui nubraižyti. 


2 
x 

Pažymime grafiko tašką (0; 1). Įsitikinome, kad [0; <<) yra funkcijos f mažė- 
jimo intervalas. Todėl į dešinę nuo taško, kurio abscisė 0, grafiką braižome 
kaip „žemyn einančią“ kreivę (34 pav.). 
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Kadangi f(x) > 0 su visais x, tai ši 
kreivė negali nusileisti žemiau abs- 
cisių ašies, be to (žr. 7), į dešinę tę- 
siamas grafikas neaprėžtai artėja prie 
abscisių ašies. Kadangi funkcija f ly- 
ginė, tai nubrėžtąją kreivę atvaizduo- 
jame, simetriškai ordinačių ašies at- 
žvilgiu (35 pav.) ir gauname visą 
funkcijos f grafiką. 

2. 36 paveiksle pavaizduotas funk- 
cijos f(x) = x? — 3x grafikas, nubrai- 
žytas remiantis funkcijos tyrimo re- 
zultatais. (Ištirkite savarankiškai; 
remkitės uždavinio 84, d sprendimu.) 

1) Funkcija f (x) = x? — 3x apibrėž- 
ta visoje skaičių tiesėje. 

2) f(x) = x? - 3x yra nelyginė funk- 
cija, todėl užtenka nubraižyti jos gra- 
fiką, kai x > 0, o paskui jį atvaizduoti 
simetriškai koordinačių pradžios at- 
žvilgiu. 

3) Funkcijos f grafikas su ordina- 
čių ašimi susikerta taške (0; 0). Gra- 
fikas kerta abscisių ašį taškuose (0; 0), 


(-V3 > 0) ir (J3 s 0). Braižant funkcijos f grafiką, kreivę reikės brėžti per šiuos 
taškus. 
4) Funkcijos f reikšmės teigiamos, kai x> J3 arba -V3 <x<0 , todėl in- 


36 pav. 


tervaluose (v3; 00) ir (43 : 0) funkcijos f grafikas yra aukščiau abscisių ašies. 


Funkcija f yra neigiama intervaluose (=>; - J3) ir (o; V3) — čia grafikas yra 
po abscisių ašimi. 
5) Funkcija f didėja intervaluose [1; œ) ir (~œ; -1], mažėja intervale [-1; 1]. 
6) Taškai, kuriuose didėjimas keičiasi į mažėjimą (arba atvirkščiai), yra 
-1 ir 1; f1) = 2; f-1) = 2. 
7) Neaprėžtai didėjant |x|, reikšmės Ifl neaprėžtai didėja (žr. 36 pav.). 
Iš pateiktųjų pavyzdžių matyti, kad, braižant grafiką, svarbu rasti taškus, 
kuriuose funkcijos didėjimas pasikeičia į mažėjimą ir atvirkščiai (funkcijai 
f(x)= 5 ri toks taškas yra 0; funkcijai f(x) = x? — 3x radome du tokius taškus: 
x 


—1 ir 1). Tie taškai vadinami maksimumo ir minimumo taškais. 
Apibrėžimas. Jeigu yra tokia taško x, aplinka, kad visi jai 
priklausantys x tenkina nelygybę f(x) > f(x,), tai taškas x, vadinamas 
funkcijos f minimumo tašku (37 pav.). 
Apibrėžimas. Jeigu yra tokia taško x, aplinka, kad visi jai 
priklausantys x tenkina nelygybę f(x) < f(x,), tai taškas x, vadinamas 
funkcijos f maksimumo tašku ( 38 pav.). 
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37 pav. 


"a X O Xj Xy Xz Xs XXX 


a) b) 
38 pav. 39 pav. 


Maksimumo taškų (39 paveiksle taškai x,, x;, x) aplinkoje funkcijos gra- 
fikas esti panašus į „kalvą“, o minimumo taškų aplinkoje funkcijos grafikas 
esti panašus į „duobę“ (39 paveiksle x,, x; ir x; — minimumo taškai). 

Maksimumo ir minimumo taškus įprasta vadinti ekstremumo taškais*, o 
funkcijos reikšmes tuose taškuose — funkcijos ekstremumais. 

3. Tirdami funkcijas, laikysimės aprašytos schemos. Bendru atveju tyrimo 
schemoje numatoma spręsti šiuos uždavinius. 

1) Rasti duotosios funkcijos f apibrėžimo sritį. 

2) Išaiškinti, ar funkcija turi savybių, palengvinančių ją tirti (ar funkcija f: 
a) lyginė ar nelyginė; b) periodinė**). 

3) Apskaičiuoti f grafiko ir koordinačių ašių susikirtimo taškų koordinates. 

4) Rasti funkcijos f pastovaus ženklo intervalus. 

5) Ištirti, kuriuose intervaluose f didėja, o kuriuose mažėja. 

6) Rasti funkcijos f ekstremumo taškus ir apskaičiuoti jos reikšmes šiuose 
taškuose. 

7) Ištirti, kaip kinta funkcija f, kai argumento reikšmių moduliai dideli. 


Reikia pabrėžti, jog šis planas yra tik apytikslis. Pavyzdžiui, funkcija 
f (x)= 2 neapibrėžta taške 0, todėl, braižant jos grafiką, reikia ištirti, kaip 
x 


* Lotyniškas žodis extremum lietuviškai reiškia „kraštutinis“, „galas“, „kraštas“. 
** Periodinės funkcijos apibrėžimą žr. 5 skyrelyje. 
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kinta funkcija f, kai x reikšmės artimos nuliui. Neretai kai kuriuos tyrimo 
etapus tenka praleisti. Tačiau tiriant funkciją, pageidaujama kaip galima tiks- 
liau laikytis šios schemos. 

Sunkiausias funkcijos tyrimo etapas — didėjimo (mažėjimo) intervalų bei 
ekstremumo taškų ieškojimas. Kitame skyriuje susipažinsime su bendru tokių 
uždavinių sprendimo metodu, kuris remiasi matematinės analizės sąvokų tai- 
kymu. 

Pratimai 


81. Funkcijų grafikai pavaizduoti 40—43 paveiksle. Raskite šių funkcijų di- 
dėjimo ir mažėjimo intervalus, maksimumo ir minimumo taškus. 


Ištirkite pagal bendrą schemą funkcijas ir nubraižykite jų grafikus (82—84). 


82. a) f(x) = 2x + 3; b) f(x) = —3x + 2; 
c) f(x) = x? — 3x + 2; d) f(x) = 3 - x — 2x?. 
83. a) fa) = +1; fea E: 
* -3 
o) fia) = L, d) fx) = — L; 
x (x+2) 
x+1 2x-1 
e) f(x) = 212 D f(x) = S ai 
84. a) f(x) = x* + 2x? + 1; b) f(x) = x* — 2x?; 


č) f(x) = xš + 3x; d) f(x) = x? — 3x. 
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$ 3. PAGRINDINĖS TRIGONOMETRINIŲ FUNKCIJŲ SAVYBĖS 
5. TRIGONOMETRINIŲ FUNKCIJŲ PERIODIŠKUMAS 


Jau žinote, kad kiekvienas skaičius x tenkina lygybę sin (x + 21) = sin x. 
Iš to aišku, jog sinuso reikšmės sutampa visuose taškuose, kurių skirtumai 
lygūs 2xn (n — bet kuris sveikasis skaičius). Ši sinuso funkcijos savybė va- 
dinama periodiškumu, o skaičius 21 — sinuso periodu. 

Apskritai, kalbant apie funkciją f su periodu T, tariama, kad T + 0. Be to, 
kai f apibrėžimo sričiai priklauso taškas x, jai turi priklausyti visi taškai, 
gaunami iš x lygiagrečiais postūmiais išilgai Ox ašies (į dešinę ir į kairę) per 
atstumą nT (n — bet kuris natūralusis skaičius). Kai ši sąlyga įvykdyta, 
periodinės funkcijos apibrėžimas formuluojamas taip. 

Apibrėžimas. Periodine funkcija, kurios periodas T + 0, 
vadinama funkcija f, kai su visais x iš f apibrėžimo srities šios funk- 
cijos reikšmės taškuose x ir x + T yra lygios, t. y. 


f(x + T) = f(x). 


Jau žinome periodinių funkcijų pavyzdžių. Kadangi sin (x + 21) = sin x ir 
cos (x + 21) = cos x su visais realiaisiais x, sinusas ir kosinusas yra periodinės 
funkcijos, kurių periodas 21. Tangentas ir kotangentas — periodinės funkcijos, 
kurių periodas z, nes tg (x + 1) = tg x ir ctg (x + 1) = ctg x. 

Aišku, jei funkcija f yra periodinė, o jos periodas lygus T, tai skaičius nT, 
kai n = 0, irgi yra šios funkcijos periodas. Pavyzdžiui, kai n = 3, keletą kartų 
pasirėmę periodinės funkcijos apibrėžimu, gausime: 


f(x +3T) = f(x + 27) + T) = f(x + 2T) = 
= f((x + Di T) = fk + T) = f(x). 


Įrodysime, kad funkcijų sin x ir cos x mažiausias teigiamas periodas lygus 21. 

a) Tarsime, kad T— bet kuris kosinuso periodas. Tuomet cos (a + T) = cosa 
su bet kokiu a. Jeigu a = 0, randame cos T= cos 0 = 1. Mažiausias teigia- 
mas skaičius T, su kuriuo cos T = 1, yra 2n 
(44 pav.). 

b) Tarkime, T — bet kuris teigiamas si- 
nuso periodas. Tuomet sin (a + T) = sin a su 


% Pr +2 
: E T E T 
bet kuriuo a. Jeigu Q= F tai sin |T + 2] = 


r=5 + 2nn (neZ). 


= sin 2 =1. Tačiau sin x = 1 tik tuomet, kai a 


Todėl T = 2nn. Mažiausias teigiamas 21n 
pavidalo skaičius yra 2n. 
Funkcijų tg x ir ctg x mažiausias teigia- 
mas periodas yra skaičius t. 44 pav. 
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T 
45 pav. 


Jeigu T — teigiamas tangento periodas, tai tg T = tg (0 + T)=tg 0 = 0. 
Kadangi intervale (0; 1) tangentas nulių neturi, tai T > x. Anksčiau buvo 
įrodyta, kad 1 yra funkcijos tg x periodas. Vadinasi, x ir yra mažiausias tei- 
giamas tangento periodas. Panašiai nagrinėjamas ir funkcijos ctg x periodas. 

Pagrindinių trigonometrinių funkcijų periodiškumu jau faktiškai rėmėmės 
braižydami jų grafikus. Yra teisingas toks bendras teiginys: norint nubraižyti 
periodinės funkcijos, kurios periodas T, grafiką, užtenka jį nubraižyti atkarpoje 
[0; Tl ir gautąją kreivę lygiagrečiai pastumti per atstumą nT į dešinę ir kairę 
išilgai Ox ašies (45 pav.) (n — bet kuris natūralusis skaičius). 

Iš tikrųjų, jeigu (xo; Yo) yra periodinės funkcijos f grafiko taškas, tai taškas 
x, + nT, kai n — bet kuris sveikasis skaičius, irgi priklauso funkcijos f api- 
brėžimo sričiai (žr. pastabą skyrelio pradžioje). Kadangi f — periodinė funkcija, 
tai lygybė f(x, + nT) = f(x) = y, teisinga. Vadinasi, taškas (x, + nT; yo), gautas 
lygiagrečiai pastúmus tašką (xo; yo) išilgai Ox ašies per atstumą nT, irgi pri- 
klauso f grafikui. 


* Teisingas šis teiginys. 


Jeigu T, — funkcijos f mažiausias teigiamas periodas, tai visi šios funkcijos 
periodai yra skaičiaus T, kartotiniai, t. y. jeigu T — bet kuris f periodas, tai 


T=nTo, 


o n — sveikasis skaičius, nelygus nuliui. 
Įrodysime prieštaros metodu. Tarkime, kad egzistuoja toks funkcijos f pe- 


riodas T,, kad 2 nėra sveikas skaičius. Tuomet 
0 
TEn th 
be to, 0 < l < Tẹ» o n — sveikasis skaičius. Tačiau T, ir T, — funkcijos f 


periodai, todėl kai x priklauso funkcijos f apibrėžimo sričiai, skaičiai x + T, ir 
x+1=(x + T,) -nT, irgi priklauso tai sričiai, be to, 


fax + 1) = f(x + T,- nT) = fæ + T) = f(x). 
Vadinasi, teigiamasis skaičius l, mažesnis už T,, yra funkcijos f periodas. Tai 
prieštarauja prielaidai, kad T, — mažiausias teigiamas funkcijos f periodas. 


MAD NE e o E SAE E l 
Vadinasi, prielaida buvo neteisinga, ir T yra sveikasis skaičius. “7 
0 
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Pratimai 


85. Ar periodinės yra šios funkcijos: 


86. 


87 


. 


88. 


89. 


90. 


91. 


1 
a) f(x) = 1; b f(x) = x; O) f(x) = pa d) f(x) = Ixl? 


Remdamiesi trigonometrinių funkcijų periodiškumu, ly- 
ginumu ir nelyginumu bei kitomis savybėmis, išreikškite 
trigonometrinių funkcijų reikšmėmis, kurios atitinka ma- 
žiausią teigiamą laipsnių arba radianų skaičių: 


122 
a) sin 405°; b) cos mr, c) tg 3333°; d) ctg £2 


ej cos (10855) D sii £2 g) tg = as di cos 207 
Duotos funkcijos: 


a) y = sin 2x; b) y = x cos x; œ) y= tg 2x; 


d) y = cos Z; e) y= 4. 


Raskite periodines funkcijas ir nustatykite kiekvienos 
jų mažiausią teigiamą periodą. 
Raskite funkcijos mažiausią teigiamą periodą (88—89). 


a) cos 2x; b) sin 2 c) tg 4x; d) cos x + sin x. 


3 > 
a) cos (3x — 2); b) sin (51): c)* ctg zi 
d)* ctg (3x — 2). 


Kiekviename iš 46—49 paveikslų nubraižyta funkcijos, 
kurios periodas T, grafiko dalis. Nubraižykite grafiką 
atkarpoje [-2T; 3T]. 


Ar gali periodinė funkcija didėti visoje skaičių tiesėje? 


6. FUNKCIJOS y = sin x TYRIMAS 
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Y 
T 


49 pav. 


Sinusa (kaip ir kitas pagrindines trigonometrines funkcijas) tirsime 
pagal 4 skyrelyje aprašytąją schemą. 


1. Sinuso apibrėžimo sritis — visa skaičių tiesė, o reikšmių sritis — atkarpa 
[-1; 1]. 


2. a) Sinusas — nelyginė funkcija: 
sin (=x) = —sin x, kai xeR. 
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b) Sinusas — periodinė funkcija su periodu 2r: 
sin (x + 21) = sin x, kai xeR 


(kaip parodyta 5 skyrelyje, 2n yra mažiausias teigiamas sinuso periodas). 


3. Sinuso nuliai yra taškai 
x = nn, neZ. 


4. Sinuso pastovaus ženklo intervalai: intervaluose (2nn; n + 2nn) sinuso 
reikšmės teigiamos, o intervaluose (n + 21n; 21 + 2nn) sinuso reikšmės 
neigiamos (neZ). 


5. Sinuso didėjimo intervalai yra 
-Z 42m; T On , nEZ; 
2 2 
mažėjimo intervalai yra 


LSA 0 „neZ. 
2 2 


6. Sinusas turi maksimumus, lygius 1, taškuose 
LE) 2nn, neZ; 
2 
minimumus, lygius -1, taškuose 
3 
= +2nn, ne Z. 
Pirmuosius keturis teiginius įrodėme ankstesniuose skyreliuose (pakar- 


tokite). Todėl reikia įrodyti 5 ir 6 teiginį. 


Įrodykime, kad intervaluose [Eo Z +2mn| sinusas didėja. Kadangi 


sinusas — periodinė funkcija, tai pakanka įrodyti, jog sinusas didėja atkarpoje 
T T , , s E : 
73 al Tarkime, kad x, ir x, yra šios atkarpos skaičiai, be to, x, < x,, ir 
pritaikykime sinusų skirtumo formulę: 


i am 2 (1) 


B a x 
sin x, — sin x, = 2cos 


Iš nelygybės => < Xx, < Xa za isplaukia, kad 


=x,_T T. XT 
< <=. 
2 2 2 2 2 


Xy X, 


> O), vadinasi, dešinioji (1) lygybės pusė teigia- 


Todėl cos 44% ~ 0,sin 
2 


ma, t. y. sin x, < sin x,. Taigi įrodėme, kad sinusas minėtuose intervaluose 


$ 3. Pagrindinés trigonometriniy funkcijy savybés 


50 pav. 
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3 f 
didėja. Analogiškai įrodoma, kad intervalai E + 2nn; Ža + žan | yra sinuso ma- 


žėjimo intervalai (atlikite tai savarankiškai). 


6 teiginys — akivaizdi 5 teiginio išvada. Pakanka pastebėti, pavyzdžiui, 


kad taškai 2nn yra sinuso didėjimo ir mažėjimo intervalų bendrieji galai, 


kuriuose didėjimas keičiasi į mažėjimą. Sinuso reikšmė šiuose taškuose lygi 1. 


anksčiau esame braižę pagal taškus. 


92. 


93. 


94. 


95. 


96. 


Pratimai 


Raskite funkcijos apibrėžimo sritį: 


Ištyrus funkciją y = sin x, galima nubraižyti jos grafiką (50 pav.), kurį 


1 1 1 
a) —— a b) ==5 c) sin x?; d) sin —. 
sinx-1 sin x x 
Raskite funkcijos reikšmių sritį: 
1 
a) sin 2x; b) 2 sin x; c) sin? 3x; d) 3 sin? x. 
Raskite funkcijos pastovaus Zenklo intervalus ir nulius: 
x 1 
a) sin 2x; b) -sin 7; O d) sin? x. 
2 sin x 


Išdėstykite didėjimo tvarka skaičius: 

a) sin 20%, sin 100%, sin (-30“), sin (-250“), sin 170“; 
š ; . Tn k , 13 

b) sin 1,8, sin 2,3, sin 3? sin (-1), sin A ; 


Raskite funkcijos didėjimo ir mažėjimo intervalus: 
; T 
a) sin 3x; b) sin(-0+2); 


c) sin (- 2x); d) sin[2x 7), 
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97. 


98. 


99. 
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Raskite aibę, kurią sudaro skaičiai, tenkinantys nurodytąją lygtį arba 
nelygybę. Vienetiniame apskritime pažymėkite taškus P,, kuriuos atitinka 
t reikšmės, tenkinančios nurodytąją priklausomybę: 


2 
a) sin t==—; b) PE A 
2 2 
c) pets d) sin is-4, 
2 2 
Raskite aibe, kurią sudaro skaičiai, tenkinantys nurodytaja lygtį arba ne- 


lygybę. Nubraižykite sinuso grafiką ir abscisių ašyje parodykite aibę, kurią 
sudaro atitinkamos lygties arba nelygybės sprendiniai: 


J3 J2 


a) sn x =-—; b) sin x= -—; 
2 2 


J3 


2 
c) sin 5 d) sin B E 


Ištirkite funkciją ir nubraiZykite jos grafiką: 


a) sin 2x; b) sin (=-3): c) sin (2+5); d) sin =. 


7. FUNKCIJOS y = cos x TYRIMAS 


Išvardykite pagrindines kosinuso savybes. 
1. Funkcijos y = cos x apibrėžimo sritis — visa skaičių tiesė, o reikšmių 


sritis — atkarpa [-1; 1]: 


D(cos) = R, E(cos) = [-1; 1]. 
2. a) Kosinusas yra lyginė funkcija: 
cos (-x) = cos x, kai xe R. 
b) Kosinusas — periodinė funkcija, kurios periodas 2r: 


cos (x + 2n) = cos x, kai xeR 


(21 — mažiausias teigiamas kosinuso periodas). 


3. Kosinuso nuliai yra taškai 
T 
x=—+mTmn, neZ. 


A E A 2 T T a 
4. Kosinuso pastovaus ženklo intervalai yra (-5+ 2nn; 3 + 2mn }, kuriuose 


2 CESEN A ; T 3n i : 
kosinuso reikšmės yra teigiamos, ir (Z+ 2an; A izm), kuriuose kosinusas 


igyja neigiamas reikšmes, neZ. 


$ 3. Pagrindinės trigonometrinių funkcijų savybės 39 


51 pav. 


5. Kosinuso didėjimo intervalai yra 
[-r + 2nn; 2nnl, neZ; 


mažėjimo intervalai yra 
[2nn; n + 2nnl, neZ. 


6. Kosinusas turi maksimumus, lygius vienetui, taškuose 
x = 2nn, neZ; 
kosinuso minimumo taškai yra 
x =n + 2nn, neZ, 
kuriuose kosinuso reikšmės lygios —1. 


5 ir 6 teiginį galima įrodyti panašiai kaip ir ankstesniajame skyrelyje 
(reikia taikyti kosinusų skirtumo formulę). Tačiau paprasčiau taikyti reduk- 


cijos formulę cos x = sin[++3). Iš jos išplaukia, pavyzdžiui, kad kosinuso 
didėjimo intervalus galima gauti pastūmus sinuso didėjimo intervalus per 2 
į kairę. Kaip jau buvo nurodyta 1 skyrelyje, iš šios formulės išplaukia, kad 

x E RER s ; T 
kosinuso grafikas (51 pav.) yra sinusoidė, pastumta į kairę per 5. 
Pratimai 


100. Raskite funkcijos apibrėžimo sritį: 
1 1 


1 
I b) —— ; c) cos x°; d) cos —. 
cosx cosx+1 x 


101. Raskite funkcijos reikšmių sritį: 


1 
a) -cos 2x; b) 2 cos x; c) costx + 1; d) Ž cosžx + 1. 


102. Raskite funkcijos pastovaus ženklo intervalus ir nulius: 


a) cos 3x; b) cos 3 c) 3 d) cos? x. 
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103. Išdėstykite didėjimo tvarka skaičius: 
a) cos 20°, cos (-30“), cos 70“, cos 170°, cos 135°, cos (-100“); 


8 51 
b) cos 1,2, cos (-0,1), Cos > T, COS (-1), cos “1, COS 3. 


104. Raskite funkcijos didėjimo ir mažėjimo intervalus: 
a) —cos 3x; b) cos LS : c) cos -ž); d) cos 2-3). 
3 3 4 


105. Raskite aibę skaičių, tenkinančių nurodytaja lygtį arba nelygybę. Vieneti- 
niame apskritime pažymėkite taškus P,, kuriuos atitinka t reikšmės, 
tenkinančios nurodytąją priklausomybę: 

J2 J3 2 1 
a)cost=—; b t=-—; c) cos t<—; d)cos t2-—. 
) = ) cos 2 ) 2 ) 2 

106. Raskite aibę skaičių, tenkinančių duotaja lygtį arba nelygybę. Nubrai- 
žykite kosinuso grafiką ir abscisių ašyje parodykite aibę, kurią sudaro 
atitinkamos lygties arba nelygybės sprendiniai: 


J2 


2 
a) cosx = 2, E, c) cos ts d) cosx< -2 


107. Ištirkite funkciją ir nubraižykite jos grafiką: 


a) cos 2x + 2; b) cos(x- 2); c) cos[x++); d) cos 7. 


8. FUNKCIJOS y = tgx TYRIMAS 


Išvardysime pagrindines tangento savybes. 
1. Tangento apibrėžimo sritis — visų realiųjų skaičių aibė, išskyrus 
T 
skaičius 2 + nn, neZ; reikšmių aibė — visa skaičių tiesė. 
2. a) Tangentas — nelyginė funkcija: 
tg (=x) = -tg x, kai xe D (tg). 
b) Funkcija tg x periodinė, jos periodas lygus m: 


tg (x + 1) = tg x, kai xe D (tg) 
(zm — mažiausias teigiamas tangento periodas). 
3. Tangento nuliai — taškai 
x = nn, neZ. 


E E 2 T : 
4. Tangento pastovaus ženklo intervalai yra (ma: —+ mn}, kuriuose tangen- 


tas teigiamas, ir intervalai (3 + 1; mn), kuriuose tangentas įgyja neigiamas 
reikšmes, neZ. 
5. Tangentas didėja intervaluose 


[mn em) „neZ. 
2 2 
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6. Funkcija y = tg x neturi ekstremumų. 
Naujas yra tik 5 teiginys. Įrodysime jį. Ka- 
dangi tangentas — periodinė funkcija, tai pakan- 


ka įrodyti, kad (5 z) yra tangento didėjimo 
intervalas. 
Tarkime, x, ir x, — bet kurie šio inter- 


valo skaičiai, be to, x, > x,. Reikia įrodyti, kad 
tg x, > tg Xi. 
sinx sinx; | 


tg xs -tg xı = 
COSX2  COSX; 


_ sinx cosx —sinx, cosxz _ Sin(xz —x1) 


COS X; COS X COS X] COS X9 ` 
52 pav. 


T 
Taréme, kad -34% < X < ra Todėl cos x, > 0, cos x, > 0. O kadangi 0 < 
< xx, < T, tai ir sin (x, — x,) > 0. Vadinasi, tg x, — tg x, > O, t. y. tg x, > tg xı. 
Tai ir reikėjo įrodyti. 
Tangento grafikas pavaizduotas 52 [-ž <x< z) ir 53 paveiksle. 
T 
Detaliau išnagrinėkime funkcijos y = tg x kitimą taško 3 aplinkoje. Jeigu 


T T 
x< 5 ir x artėja prie 2? tai atitinkamos tg x reikšmės yra teigiamos ir neap- 
rėžtai didėja (sakoma „artėja prie begalybės“). Iš tikrųjų tuomet sin x artėja 


prie 1, o cos x — prie 0, todėl tangentas (te = ma) įgyja teigiamas neapi- 
cosx 


brėžtai didėjančias reikšmes. 


y=tgx 


53 pav. 
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T 
Analogiški samprotavimai rodo, kad artėjant x prie 2 
T 


>, ), tangento reikšmių moduliai neaprėžtai didėja, bet pačios reikšmės yra 


iš dešinės (t. y. kai 


neigiamos (sakoma, kad tangentas „artėja prie minus begalybės“). 

Taigi tangento grafikas, kai x artėja prie > + nn, „glaudžiasi“ prie tiesės 
x= 2 + nn, be to, kai x < S + nn, grafikas „neaprėžtai kyla aukštyn“, o kai 
x> 2 + an, jis „neaprėžtai leidžiasi žemyn“. Šią tangento kitimo ypatybę 


galima suvokti stebint grafiką (žr. 53 pav.). 


Pratimai 


108. Raskite funkcijos apibrėžimo sritį: 


a) efet wa alų as 
4 tg3x tgx+1 
109. Raskite funkcijos reikšmių sritį: 
a) tg 2x; b) 4 tg z c) —tg?x; d) > tex + 1. 


110. Raskite funkcijos pastovaus ženklo intervalus ir nulius: 

a) tg 3x; b) -tg 2o c) te? x; d) -tgžx + 1. 
111. Išdėstykite didėjimo tvarka skaičius: 

a) tg 10%, tg 100%, tg (-20), tg (-110“), tg 200%; 

b) tg 2, tg4, tg 6, te (8), tg A tg Za 
112. Raskite funkcijos didėjimo ir mažėjimo intervalus: 


a) tg 2x; b) te[-z+5} c) -18[1+2): d) tes 


113. Raskite aibę, sudarytą iš skaičių, tenkinančių nurodytaja lygtį arba ne- 
lygybę. Vienetiniame apskritime pažymėkite taškus P,, kuriuos atitinka 
t reikšmės, tenkinančios nurodytąją priklausomybę: 


a) tg t = 1; b) tg t= -V3; 0)tg t<W3; d) tg t 2 -1. 


114. Raskite aibe, sudarytą iš skaičių, tenkinančių nurodytaja lygtį arba nely- 
gybe. Nubraižykite tangento grafiką ir abscisių ašyje parodykite aibę, 
kurią sudaro atitinkamos lygties arba nelygybės sprendiniai: 


a) tg x = -—1; b) tg x =-V3 ; c) tg x <-V3; d) tg x > 1. 
115. Ištirkite funkciją ir nubraižykite jos grafiką: 


a) tg 2x; b) tel++5), c) -te|z+ 5), d) tel 7+=). 
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9 > . FUNKCIJOS y = ctgx TYRIMAS 


Pagrindinės kotangento savybės tokios. 
1. Kotangento apibrėžimo sritis — visų realiųjų skaičių aibė, išskyrus 
taškus nn, neZ; kotangento reikšmių sritis — visa skaičių tiesė. 
2. a) Kotangentas — nelyginė funkcija: 
ctg (=x) = — ctg x, kai xe D (ctg). 
b) Funkcija y = ctg x periodinė, jos periodas lygus nr: 
ctg (x + 1) = ctg x, kai xe D (ctg) 


(1 — mažiausias teigiamas kotangento periodas). 
3. Kotangento nuliai yra taškai 


r 
— + nn, neZ. 
2 J 


$ : t T 3 i 
4. Pastovaus ženklo intervalai yra (x; O + mn), kuriuose kotangentas tei- 


amas, ir intervalai | -—+nn;, nn |, kuriuose kotangentas neigiamas, neZ. 
4 2 


5. Kotangentas mažėja intervaluose (nn; n + nn), neZ. 
6. Funkcija y = ctg x neturi ekstremumų. 
Kotangento grafikas pavaizduotas 54 paveiksle. 4 


Pratimai 


116*. Raskite funkcijos apibrėžimo sritį: 


T 1 1 
a) ctg| x-— |; b) ctg (-2x); c) è d —— 
y e z) a ctg x ctgx-1 
117* Raskite funkcijos reikšmių sritį: 
a) ctg 2x; b) 3 ctg z c) ctg? x; d) 5 ctgžx + 1. 


y y=ctgx 


54 pav. 
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118*. Raskite funkcijos pastovaus Zenklo intervalus ir nulius: 

a) ctg 2x; b) —ctg El c) ctg? x; d) ctg? x + 1. 
119*. Išdėstykite didėjimo tvarka skaičius: 

a) ctg 10°, ctg 100°, ctg (—20°), ctg (1107), ctg 315°; 


T 13 
b) ctg 2, ctg 4, ctg 6, ctg 8, ctg 3? cte[- i z}. 


120*. Raskite funkcijos didėjimo ir mažėjimo intervalus: 


a) ctg 2x; b) cte|-x+ z); 
c) -otg( 7 -5) d) ctg? x. 


121*. Raskite aibę skaičių, tenkinančių nurodytąją lygtį arba nelygybę. Viene- 
tiniame apskritime pažymėkite taškus P,, kuriuos atitinka reikšmės, 
tenkinančios nurodytąją priklausomybę: 


a) ctg t = -1; b) ctg t = — 
c)ctgt< V3; d) ctg t > 1. 


> 


122*, Raskite aibę skaičių, tenkinančių nurodytaja lygtį arba nelygybę. Nu- 
braižykite kotangento grafiką ir abscisių ašyje parodykite aibę taškų, 
kurie yra atitinkamos lygties arba nelygybės sprendiniai: 
a)ctg x = 1; b) ctg x = V3; 

c) ctg x < z3: d) ctg x > 1. 
123*. Ištirkite funkciją ir nubraižykite jos grafiką: 


a) ctg 2x; b) cta(s- A c) -ctefz+ 5); d) ctg? 2x. 
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10. ARKSINUSAS, ARKKOSINUSAS IR ARKTANGENTAS 


1. Pradėsime nuo vieno svarbaus teiginio (jis vadinamas šaknies teo- 
rema), kuriuo patogu remtis sprendžiant lygtis. 

Teorema. Tarkime, kad funkcija f didėja (arba mažėja) interva- 
le I, o skaičius a yra bet kuri reikšmė, kurią įgyja f šiame intervale. 
Tuomet lygtis f(x) = a turi intervale I vienintelę šaknį. 

Teorema įrodykime tardami, kad f — didėjančioji funkcija (kai f — mažė- 
jančioji funkcija, samprotaujama analogiškai). Teoremos sąlygoje pasakyta, kad 
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skaičius a yra funkcijos f reikšmė, kurią funk- 
cija įgyja intervale I, t. y. intervale I yra toks 
skaičius b, su kuriuo f(b) = a. Parodysime, kad 
b yra vienintelė lygties Ax) = a šaknis. Tar- 
kime, kad intervale I yra kitas skaičius c = b 
ir f(c) = a = f(b). Tuomet arba c < b, arba c > b. 
Tačiau funkcija f intervale I didėja, todėl arba 
f(c) < f(b), arba f(c) > f(b). Tai prieštarauja ly- 
gybei f(c) = f(b). Vadinasi, padarytoji prielaida 
yra klaidinga ir intervale I nėra kitų lygties 55 pav. 
f(x) = a šaknų, išskyrus skaičių b. 


0 b=arcsina X 


-1 


2. Kaip žinote, sinusas atkarpoje = = didėja ir įgyja visas reikšmes 
nuo -1 iki 1. Vadinasi, iš šaknies teoremos išplaukia, kad su visais skaičiais 
lal < 1 intervale E z] egzistuoja vienintelė lygties sin x = a šaknis b. 
Skaičius b vadinamas skaičiaus a arksinusu ir žymimas arcsin a (55 pav.). 

Skaičiaus a arksinusu vadinamas intervalui E z] priklausantis skai- 
čius, kurio sinusas lygus a. 

1 pavyzdys. Raskime arcsin 4 


T i zd R, a 


a 2 r E 
arcsin —-=—, nes sin —= ir 


4 4 ME: 
1 
2 pavyzdys. Raskime arcsin [-3). 
T_T Se 1 T ; 
Intervalo T nk —| kampas, kurio sinusas B lygus ar Todėl 
; 1 T 
arcsin | -2|=--—. 
6 


Arksinuso reikšmę galima rasti iš lentelių (arba skaičiuokliu). Norėdami 
rasti arksinusą, iš sinuso reikšmių lentelės randame kampą Ga“, tenkinantį 
sąlygas —90* < a° < 90“, sin a = a. Po to a“ išreiškiame radianais (remdamiesi 
laipsninio mato keitimo radianiniu matu lentele). 

3 pavyzdys. Raskime arcsin 0,9063. 

Iš lentelių 
0,9063 = sin 65“, 
65° = 1,1345 (rad), 
arcsin 0,9063 = 1,1345. 


3. Kosinuso funkcija mažėja atkarpoje [0; 
nl ir įgyja visas reikšmes nuo -1 iki 1. Todėl 
su visais skaičiais lal < 1 atkarpoje [0; 1] 
egzistuoja vienintelė lygties cos x = a šaknis b. 
Skaičius b vadinamas skaičiaus a arkkosinusu 
ir žymimas arccos a (56 pav.). 


56 pav. 
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Skaičiaus a arkkosinusu vadinamas atkarpai 
[0; z] priklausantis skaičius, kurio kosinusas ly- 
gus a. 


4 pavyzdys. Kadangi cos za ir >“ 
+ 
e[0; z], tai arccos e 


-5 pavyzdys. Kadangi cos E 42 ir 
4 ; TT], tai arccos 2 7 


4. Intervale [-ž 5) tangentas didėja ir įgy- 


ja visas reikšmes iš R. Todėl kai a — bet kuris 


TT 
realusis skaičius, intervale (-5 z) yra vienin- 


57 pav. 


telė lygties tg x = a šaknis b. Skaičius b vadinamas skaičiaus a arktangentu 
ir žymimas arctg a (57 pav.). 


a 3 1 2 T_T 2 i 
Skaičiaus a arktangentu vadinamas intervalui (3 z) priklausantis 


skaičius, kurio tangentas lygus a. 


T 
6 pavyzdys. Kadangi tez =1 ir Ee[-5s 3), tai arctg E 


4 


7 pavyzd y s. Kadangi e[-5]=- 3 r He ES E), tai 


arctg (-43) = E 


“y 5. Kotangentas intervale (0; 1) mažėja ir įgyja visas reikšmes iš R. 
Todėl kad ir koks būtų skaičius a, intervale (0; 1) egzistuoja vienintelė lygties 
ctg x = a šaknis b. Skaičius b vadinamas skaičiaus a arkkotangentu ir žymimas 
arcctg a. 


Skaičiaus a arkkotangentu vadinamas intervalui (0; n) priklausantis skai- 
čius, kurio kotangentas lygus a. 


T 1 T 1 
8 avyzdys. Kadangi ctg—=—— ir 7€l(0; 1), tai arctg == 
pavyzdy ra KĄ e (0; 1), g 


J3 


wa 


9 pavyzdys. Kadangi ctg 4 = -J3 ir Tolo T), 


tai arctg[-V3)= = „=“ 
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Pratimai 
Apskaičiuokite (124—131). 


1 
124. a) arcsin 0; b) arcsin 1; c) arcsin (-1); d) arcsin 9 


125. 


126. 


127. 


128. 


129. 


130*, 


131*. 


132. 


133. 


e) arcsin 25 : 
2 > 


a) arcsin 0,3024; 
c) arcsin 0,3033; 


a) arccos 0; 


(2) 
e) arccos |-- |; 
2 


a) arccos 0,2164; 
c) arccos 0,6081; 


a) arctg 0; 


1 
d) arctg —= ; 
J3 
a) arctg 0,3541; 
c) arctg (-5); 


a) arcctg 0; 
d) arcctg J3 


a) arcctg 0,7080; 
c) arcctg 5; 


b) arccos 1; 


E O 
f) arcsin ES : g) arcsin T. 


b) arcsin 0,4305; 
d) arcsin 0,7801. 


2 
f > 
) arccos "1 


b) arccos 0,8771; 
d) arccos 0,5666. 


b) arctg (-1); 


e) arctg |- Ne) ; 


b) arctg 2,300; 
d) arctg 10. 


b) arcctg 1; 


e) arcctg (-+) : 


b) arcctg 6,386; 
d) arcctg (-10). 


c) arccos (-1); 


1 
d) arccos FR 


g) arccos | E) : 


c) arctg /3; 


c) arcctg (-1); 


Vietoj žvaigždutės parašykite lygybės arba nelygybės ženklą, kad gau- 


tute teisingą teiginį: 


3 
* arccos —; 


a) arcsin 4 
2 2 


c) arctg 1 + arccos > 3 
Apskaičiuokite (133—135). 


rel. 1 
a) arcsin — + arccos =; 
2 2 


$8 J2 ) 
c) arcsın 1 + arccos “g 3 


1 3 
b) arcsin (3) * arccos Sr. 


d ) arctg (-43) + arcsin (-3). 


b) arcsin 


-2 
S J3 
d) arcsin =r + arccos 3 
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134. 


135*. 


136. 


137. 


138. 


139. 


140*. 


141*. 
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a) arctg /3 + arctg (-1); b) arctg 2; + arctg 1; 


J3 
J3 J2 


c) arctg (-1) + arcsin Ti d) arctg V3 + arccos T 


e) arcsin E + arccos A + arct = 
2 2 E Ją 
a) arcctg JE 5 arctg J3 : b) arctg (43) + arcetg (-/3); 


c) arcctg J3 + arete(--Ł); d) arcctg (-v3) + arotg| ). 


Trodykite, kad ir kokie būtų atkarpos [-1; 1] skaičiai x, ir x,, iš nelygybės 
x, < x, išplaukia nelygybė: 

a) arcsin x, < arcsin xz; b) arccos x, > arccos xo. 

Įrodykite, kad ir kokie būtų skaičiai x, ir x,, iš nelygybės x, < x, išplaukia 
nelygybė: 

a) arctg x, < arctg xo; b) arcctg x, > arcctg xo. 


Išdėstykite didėjimo tvarka skaičius (138—139). 


a) arcsin 0,8, arcsin (-0,3), arcsin 0,9; 
b) arcsin (-0,5), arcsin (-0,7), arcsin 0,2; 
c) arccos 0,4, arccos (-0,2), arccos (-0,8); 
d) arccos 0,9, arccos (-0,7), arccos 0,6. 


a) arctg 100, arctg 1, arctg 0,3; 

b) arctg (-100), arctg (-2), arctg (-1); 

c)* arcctg 12, arcctg 1, arcctg 0,2; 

d)* arcctg (-20), arcctg (-10), arcctg (-1). 


Įrodykite lygybes: 


„kai xe[-1; 1]; 


5 T 
a) arcsin x + arccos x = 3 


b) arctg x + arcctg x = > „kai x — bet kuris skaičius. 
Raskite reikšmes: 
a) arcsin (sin 10); b) arccos (cos 12); 


c) arctg (tg 2); d) arcctg (ctg (-3)). 
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11. PAPRASČIAUSIŲ TRIGONOMETRINIŲ LYGČIŲ SPRENDIMAS 


1. Pradėsime nuo lygties E S a) 
(a — bet kuris realusis skaičius). Ištirsime, kiek sprendinių turi ši lygtis 
priklausomai nuo a reikšmės ir kokie yra tie sprendiniai. 

Aišku, jeigu lal > 1, tai (1) lygtis neturi sprendinių, nes Icos tl < 1, kad 
ir koks būtų t. 

Tarkime, lal < 1. Reikia rasti visus skaičius £, kurių cos t = a. Atkarpoje 
[0; z] yra vienas ir tik vienas (1) lygties sprendinys — skaičius arccos a. 

Kosinusas yra lyginė funkcija, vadinasi, atkarpoje [-1; 0] (1) lygtis taip pat 
turi vieną ir tik vieną sprendinį — skaičių —arccos a. Taigi lygtis cost = a 
2n ilgio atkarpoje [-1; 1] turi du sprendinius: t = + arccos a (sutampančius, 
kai a = 1). 

Kadangi funkcija y = cos t yra periodinė, tai visi kiti sprendiniai gaunami 
pridėjus 2rn (neZ), t. y. (1) lygties šaknų formulė yra tokia: 


t = * arccos a + 2nn, neZ. (2) 


(Įsidėmėkite: šią formulę galima taikyti tik tuomet, kai lal < 1.) 

(1) lygties sprendimą galima pavaizduoti vienetiniame apskritime. Pagal 
apibrėžimą cos t yra vienetinio apskritimo taško P, abscisė. Jeigu lal < 1, tai 
tokie taškai yra du (58 pav., a); jeigu a = 1 arba a = -1, tai toks taškas yra 
vienas (58 pav., b). 

Kai a = 1, skaičiai arccos a ir —arccos a sutampa (jie lygūs nuliui), todėl 
lygties 

cos t = 1 
sprendiniai užrašomi taip: 
t = 2nn, neZ. 

(1) lygties sprendiniai, kai a = -1 arba a = 0, užrašomi kitaip: 

jei cos £ = -1, tai t = n + 2nn, neZ; 


T 
jei cos £ = 0, tai t = D + nn, neZ. 


58 pav. 


4. 1046 
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1 pavyzdys. Išspręskime lygtį 


cos x = 


y| = 


Iš (2) formulės 


1 
x = ž arccos z + 2nn, neZ. 


T 
= 3? tai atsakymas yra toks: 


D|r 


Kadangi arccos 


X = Žž a + 2nn, neZ. 
2 pavyzdys. Išspręskime lygtį 
cos x = -0,2756. 
Iš (2) formulės x = tarccos (-0,2756) + 2nn. Reiškinio arccos (-0,2756) 
reikšmę randame skaičiuokliu: ji apytiksliai lygi 1,8500. Taigi 
x=+x, + 2nn (neZ), x, = 1,8500. 
3 pavyzdys. Išspręskime lygtį 


z) J3 
cos| 2x-—|=-=—. 
4 2 


Iš (2) formulės 


2x — A = žaros -2+ 2m, nel, 


t. y. 
a, 

4 6 

Vadinasi, 
MOTA nel. 
8 12 
2. Lygtis 
sint=a (3) 


neturi sprendinių, kai lal > 1, nes Isin tl < 1, kai t — bet kuris skaičius. Kai 
lal < 1, atkarpoje E z| (3) lygtis turi vieną ir tik vieną sprendinį t, = 


; T 3T a ea PE AE I E E ax 
= arcsin a. Intervale 22 T funkcija sin x mažėja ir įgyja visas reikšmes nuo 
—1 iki 1, todėl (3) lygtis ir šioje atkarpoje turi vieną šaknį. Iš 59, a paveikslo 
matyti, kad ta šaknis yra skaičius t, = n — arcsin a. Iš tikrųjų 

sin t, = sin (1 — t,) = sin 4 = a. 


T r T T T T . 
Be to, kadangi a Sy» tai iso 1 ir HEM EN t y. skai- 


: 5 3 
čius £, priklauso atkarpai E z. 
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59 pav. 


n 3n 
Vadinasi, (3) lygtis atkarpoje E o turi du sprendinius t, = arcsin a ir 
t, = x — arcsin a (sutampančius, kai a = 1). Kadangi sinusas yra periodinė 
funkcija (su periodu 27), tai gauname tokias formules visiems lygties spren- 
diniams užrašyti: 
t = arcsin a + 2nn, (4) 
t = x — arcsin a + 2nn, neZ. (5) 


(3) lygties sprendinius patogu rašyti ne dviem, o viena formule: 


t = (-1Yarcsin a + nk, keZ. (6) 
Nesunku įsitikinti, kad į (6) formulę įrašę lyginius k = 2n, gauname visus 
sprendinius, reiškiamus (4) formule; įrašę nelyginius k = 2n + 1, — visus 


sprendinius, reiškiamus (5) formule. 

(3) lygties sprendimą patogu pavaizduoti vienetiniame apskritime (59 pav.). 
Pagal apibrėžimą sin t yra vienetinio apskritimo taško P, ordinatė. Jeigu 
lal < 1, tai tokie taškai yra du (59 pav., a); jeigu a = + 1, toks taškas yra 
vienas (59 pav., b). > 

Jeigu a = 1, tai skaičiai arcsin a ir x — arcsin a sutampa (jie lygūs 2 ), todėl 
lygties 

sin t= 1 
sprendinį įprasta rašyti taip: 


Kai a = -l ir a = 0, sprendiniai rašomi taip: 
T 
jei sin £ =-—1, tai t = ES + 2nn, neZ, 


jei sin t = 0, tai t = nn, neZ. 
4 pavyzdys. Išspręskime lygtį 


y 2 
sın t = —. 
2 
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Iš (6) formulės x = (-1)*arcsin Bin , keZ, t. y. 


x= (1% a + nk, kez. 


5 pavyzdys. Išspręskime lygtį 
sin x = 0,3714. 
Iš (6) formulės 
x = (-1)"arcsin 0,3714 + nn, neZ. 


Skaičiuokliu randame: arcsin 0,3714 = 0,3805. 
6 pavyzdys. Išspręskime lygtį 


Iš (6) formulės 


A B 
2710 = (-1)*arcsin 2 + nk, keZ. 
Kadangi arcsin (-2)--z. tai 
E (Jena, 
2 10 
a=E-(1 E4+2mk, kez. 
5 2 


T R 
3. Kad ir koks būtų t, intervale [- 2 > z) yra vienas ir tik vienas toks 


skaičius t, kad tg t = a, tas skaičius — arctg a. 
Todėl lygtis 


tgt=a (7) 
T T . . . . 
n ilgio intervale | — 2 > 2 turi viena ir tik viena 
sprendinj. Kadangi tangentas — periodiné funk- 
cija, kurios periodas 7, tai kiti (7) lygties spren- 
diniai gaunami pridėjus nn (neZ), t. y. 
t = arctg a + nn, neZ. (8) 


Lygties tg t = a sprendimą patogu vaizduoti nag- 
rinėjant tangentų tiesę (60 pav.). Priminsime, 
kad tg t yra tiesės OP, ir tangentų tiesės susi- 
kirtimo taško T, ordinatė (žr. 1 skyrelį). Jei a, — 
bet kuris skaičius, tai tangentų tiesėje yra 
tik vienas taškas, kurio ordinatė lygi a (taškas 
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T (1; a)). Tiesė OT kerta vienetinį apskritimą dviejuose taškuose, o intervalą 


(5 z) atitinka toks dešiniosios pusplokštumės taškas OP, , kad t, = arctg a. 
7 pavyzdys. Išspręskime lygtį 


tgx= V3. 


Iš (8) formulės randame sprendinį x=arctgV3 +7n, neZ, o kadangi 


T 
arctg /3 = y» gauname galutinį atsakymą: 


x= E +Tn, neZ. 
3 
8 pavyzdys. Išspręskime lygtį 
tg x = 5,177. 
Iš (8) formulės išplaukia, kad 
x = arctg 5,177 + nn, neZ. 
Skaiciuokliu randame: arctg 5,177 = 1,3800. 
9 pavyzdys. Išspręskime lygtį 


ctgx = „JB. f 
Si lygtis ekvivalenti lygčiai 


kurią išsprendžiame remdamiesi (8) formule: 


t [ L k Z 
x = arctg|--= + TR = Z + MA, NEL. 
J3 6 


Pratimai 
Išspręskite lygtis (142—150). 
142. darc pj 
2 2 
1 J2 
= -—— d = =—., 
c) cos X 53 ) cos x 2 
1 
143. a) sin x= 7; EAN: A 
2 2 
l 1 | J3 
c) sin x=- y; d) sin £= - 7 


54 
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144. a)tg x = 1; big == 
1 
c) tg x =-1; d) tg x = -=—. 
3 
145. a)ctg x = 1; b) ctg x = = 
c) ctg x = —1; d) ctg x = 2 
> J3 s 
146. a) sin x = —0,6; b) cos x = 0,3; 
c) tg x = —3,5; d) ctg x = 2,5. 
1 
147. a) cos 2x = z b) sin 4x = 0; 
c) tg 3x = 1; d) tg 4x = 3. 
148. a) sin E E PCI 
4 2 5 2 
x 1 x 
0) tg|-Z|=-—=; d) ctg% =1. 
el a) 3 LŽ 
149. a) sas, b) cos (1 — x) = 0; 
4 2 
c) te -0+3)=43; d) cte(z+3)=-/5 
150. a) sin|-4x+— e b) cos -5-62)=> 
. S = 2 3 = 9? 


c) e(ž-3)= 43; 


151*. Irodykite, kad visus lygties ctg t = a sprendinius galima rasti iš formulės 


t = arcctg a + nn, neZ. 


12. PAPRASČIAUSIŲ TRIGONOMETRINIŲ NELYGYBIŲ SPRENDIMAS 


Nelygybės, kuriose yra trigonometrinių funkcijų, dažniausiai spren- 


džiamos kaip paprasčiausios nelygybės 

sin x < q; cos x 2 a, tg x > a ir kt. 
Išnagrinėkime tokių nelygybių sprendimo pavyzdžių. 
1 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 


in t E (1) 
sm sge 
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Ši nelygybė reiškia, kad visi vienetinio apskritimo 
taškai P, su t reikšmėmis, tenkinančiomis šią nely- 
gybę, turi ordinatę, mažesnę už 2. Visų tokių taškų 
aibė yra lankas l, pažymėtas 61 paveiksle (lanko I 
galai, turintieji ordinate —, neįeina į šią aibę, ka- 
dangi jie netenkina sąlygos: jų ordinatės ne mažes- 


nės, o lygios 3) Užrašykime taško P, priklausymo 


61 pav. 


pažymėtam lankui sąlygą. Lanko galai yra taškai P. 


6 
ir Pon . Pastebéje, kad Psx =P nusprendžiame, jog (1) nelygybės sprendi- 


„TR? 


B Ja e E. > 3n n 
niai, priklausantieji 21 ilgio intervalui Ė z], yra tokie: 
Tr T 
BE 
6 6 


(Įsidėmėkite: nelygybės yra griežtos, nes ir pradinė nelygybė griežta.) Kadangi 
sinusas yra periodinė funkcija, tai kitus sprendinius gauname, prie rastųjų 
sprendinių pridėję skaičius 2nn, neZ, t. y. galutinis atsakymas yra toks: 


i LS neZ. 
6 6 
2 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 
1 
cos2t>-=. (2) 
2 
Nelygybe šiek tiek suprastinkime pažymėję 2t raide a: 
cosa > => i (3) 
Ši nelygybė reiškia, kad visi vienetinio apskritimo taškai P. su a reikš- 
1 
mėmis, tenkinančiomis (3) sąlygą, turi abscises, didesnes už -3 arba lygias 


E (62 pav.). Visi šie taškai yra į dešinę nuo tiesės x = > arba pačioje tiesėje. 


Vadinasi, visų šių taškų aibė yra lankas, pažymėtas 62 paveiksle. Skirtingai 
negu ankstesniajame pavyzdyje, šio lanko galai įeina į ieškomąją aibę: lanko 


i ; 1 a ; 

galų abscisės lygios Gs todėl jos tenkina (3) nely- 
gybę. 

Pabrėžiame, kad lanko Z galai yra taškai P,, 1! 

L a f noS 

P,„. Jei nagrinésime tik kampus a, esančius tarp 
ir r, tai taško P. priklausymo lankui l sąlygą ga- 
lėsime parašyti taip: 


-— <a<—. (4) 
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Kadangi kosinusas yra periodinė funkcija, tai visi 
kiti (3) nelygybės sprendiniai skiriasi nuo reikšmių, 
tenkinančių (4) nelygybes, 2x1n, t. y. (3) nelygybės 
sprendinių aibę sudaro tokie skaičiai a, kad 

im saus t+ 2m, neZ. 


Grįždami prie kintamojo t, gauname atsakymą: 


AN 
3 3 


63 pav. i -Ž+msisč+m, nez, 
3 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 
t“ £ 21. (5) 
Kadangi tangentas yra periodinė funkcija, tai pakanka išspręsti šią nelygybę 


intervale (5 z), Jeigu t yra (5) nelygybės sprendinys, tai tangentų tiesės 


taško T, ordinatė (žr. 1 skyrelį), lygi tg t, turi būti didesnė už 1 arba lygi 1. 
Visi tie taškai yra spindulyje AT (63 pav.). Šio spindulio taškus T, atitinkantys 
vienetinio apskritimo taškai P, sudaro lanką, pažymėtą 63 paveiksle. Šio lanko 
taškai P, tenkina nelygybę 


Norint parašyti atsakymą, reikia atsižvelgti į tai, kad tangentas — pe- 
riodinė funkcija: 


T T 
"Lis hi neZ. 


Pratimai 


Išspręskite nelygybes (152—158). 


152. a) sin <>; b) sin «22; 
c) sin sE, d) sinx > 0,055. 
153. a) e Dase 
2 2 
3 
c) cos x>-—:; d) cosx > 0,7900. 


2 
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154. a) tg x< V3; b tgx2 55 
c) tg x<-y3; d) tgx > 10. 
1 
155. a) ctgx>-=—; b) ctgx > 1; 
J3 
c) ctg Ka d) ctgx < -5. 
1 
156. a) sin 2x > =; b) vos < IB. 
2 4 2 
c) te(-ž)<1; d)* ctg 22-100. 
157. a) "22 b) 2eos(22+5)< VB; 
c) Vite[ 7-21: d)* cg|-23+3) 1. 


158. a) sinx co u + sin bi cos pel : 
i in x cos 3 3 Ža 

3 2 

b) 2 sinx cosx 2-7; 


aeih To. 
c) sin 5 cosx + COS < sin x < 1; 


d) tgx+tg2x >1 
1-tgxtg2x 


13. TRIGONOMETRINIŲ LYGČIŲ IR LYGČIŲ SISTEMŲ SPRENDIMO 
PAVYZDZIAI 


11 skyrelyje buvo parodyta, kaip sprendžiamos paprasčiausios trigo- 
nometrinės lygtys. Sprendžiant sudėtingesnes trigonometrines lygtis, reikia 
atsiminti formules, išreiškiančias trigonometrinių funkcijų savybes. Išnag- 
rinėsime keletą pavyzdžių. 

1 pavyzdys. Išspręskime lygtį 
6sinžx — 5 sin x + 1 = 0. (1) 
Pakeičiame lygties kintamąjį: sin x = y. Tada (1) lygtį galima parašyti šitaip: 
6y? - 5y +1 = 0. 


1: 1 1 
Tai kvadratinė lygtis. Jos šaknys yra y = 2 ir y= 3" Vadinasi, sin x = 2 
1 
arba sinx = 7. Pirmuoju atveju sprendinys yra toks: 


3 
1 
x = (-1Y*arcsin 32 + nk, t. y. x = (—1} = + nk, keZ. 
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Antruoju atveju: 
x = (-1)"arcsin 5 + nm, t. y. x = (-1)"x, + nm, meZ; 
čia x, = arcsin 5 = 0,34. 
2 pavyzdys. Išspręskime lygtį 
6 cos? x — 5 sin x +5 = 0. 
Reiškinį cosžx pakeitę skirtumu 1 — sinžx, gauname kvadratinę lygtį sin x 
atžvilgiu: 
6(1 — sin? x) - 5 sin x +5 = 0. 
Iš čia -6 sinžx — 5 sin x + 11 = O, t. y. 
6 sin? x + 5 sin x — 11 = 0. 
Kaip ir 1 pavyzdyje, pakeiskime kintamąjį, pažymėję sin x = y. Tuomet 6y?*+ 


11 11 
+ 5y — 11 = 0; iš čia y = 1 arba y = a Lygtis sin x = B neturi sprendinių, 


11) E ON 
nes = >1. Lygties sin x = 1 sprendiniai yra 


x= +2mk, ke Z. 


3 pavyzdys. Lygtis 
cos 2x + sin x = 0 
taip pat pakeičiama kvadratine lygtimi: cos 2x pakeičiamas reiškiniu 1 — 
— 2 sinžx, o paskui sin x pažymimas y (pabaikite spręsti). 
4 pavyzdys. Išspręskime lygtį 
tgx+2ctg x = 3. 


tg x pažymėję y ir atsižvelgę į tai, kad ctg x= So. gauname lygtį 


gr’ 
y+ 2 3. 
y 
Kai y = 0, ji ekvivalenti kvadratinei lygčiai y? - 3y + 2 = 0, kurios šaknys yra 
y=2ir y=1. 
l)tg x=2, x = arctg 2 + nk, t. y. x= x, + nk, REZ: x, = arctg 2 = 1,11. 
T 
2) te 0 = 1, x = T + Tk, keZ. 
5 pavyzdys. Išspręskime lygtį 
3 sinžx — 4 sin x cos x + cosžx = 0. 

Argumento reikšmės, tenkinančios lygtį cos x = 0, nėra pradinės lygties 
sprendiniai: kai cos x = 0, turime lygybę 3 sin?x = 0, o to paties argumento 
kosinusas ir sinusas kartu negali būti lygūs nuliui. Todėl galima abi lygties 
puses padalyti iš cos? x (arba iš sin? x) ir gauti lygtį, ekvivalenčią (2) lygčiai: 

3tgx-4tgx+1=0; 
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iš čia 


tg x= larba tg x = 


w |m 


Vadinasi, 


1 
= + an, neZ arba x = arctg 3 + nn, neZ. 


Ala 


6 pavyzdys. Lygtis 
sin? x — sin 2x = 0, 
pakeitus sin 2x į 2 sin x cos x, virsta lygtimi 
sin?x — 2 sinx cosx = 0. 
Išskaidykime kairiąją lygties puse dauginamaisiais: 
sinx (sinx — 2 cosx) = 0; 
iš čia sin x = 0, t. y. x = nn, neZ, arba sin x — 2 cos x = 0, tg x = 2, t. y. x = 
= arctg 2 + nn, neZ, x = x, + nn, neZ, x, = arctg 2 = 1,11. 
Kaip ir 5 pavyzdyje, galėjome abi lygties puses dalyti iš cos? x ir gauti lygtį 
te?x — 2 tg x = 0. 
Jei dalytume iš sin? x, tai turėtume atsižvelgti, kad tos x reikšmės, kurios 
tenkina lygtį sin x = 0, yra pradinės lygties sprendiniai. Todėl prie lygties 


- 0 
ctg X — 3 =0 
gautos padalijus iš sin? x, šaknų reikia prijungti lygties sin x = 0 šaknis. 
Daug yra lygčių, kaip sin?x — sin x cos x + cosžx = 0 arba sinšx + 2 sin?x x 
x cos x — 3 sin x cos?x + 2 cosšx = 0 ir pan., kurios sprendžiamos dalijant ju 
kairiąją ir dešiniąją pusę iš kosinuso (arba sinuso) laipsnio, lygaus lygties 
laipsniui. Prieš dalijant reikia patikrinti, ar duotosios lygties šaknys yra tos 
x reikšmės, su kuriomis cos x = 0 (sin x = 0, kai dalijama iš sin" x). Antrojo 
laipsnio lygtis dalijama iš cosžx (arba sin*x), o trečiojo — iš cos3x (arba sin? x). 
Paskui tg x (arba ctg x) pakeitus kintamuoju y, gaunama algebrinė lygtis. 
7 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą 


y 3” 
sin x = 2sin y. 


5 
Iš pirmosios lygties randame: y= x- = „Tuomet 2 sin y = 2 sin x- a = 
=2 (sinx cos -cosx sin =). 4 sins - ; „Bass =sinx+vV3c0sx. Antroji 


sistemos lygtis pakeičiama lygtimi sin x = sinx+ /3 cosx. Vadinasi, cos x = 0, 


todėl x = - + nn, neZ. 
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Randame: 


r T Tr 
+rn-— =mmn-—, neZ. 
242 3 6 


Atsakymas: x= z tmn, y = mn — m, neZ. 


Pratimai 


Išspręskite lygtis (159—166). 


159. 


160. 


a) 1 + cos x + cos 2x = 0; 


c) 4 sin x = 4 — cos? x; 


x 
a) cos, =1+c08x; 


c) 5 cos x + 12 sin x = 13; 


b) 3 — cos?x — 3 sin x = 0; 
d) tg x + ctg x = 2. 


b) e -2)=13 
d) 3 cos x — 2 sin 2x = 0. 


b) 1 + cosx =2c08 >; 


d) J3sinx-cosx = 0. 


5 — 
3sinx+4 
EA aa 
3J2 cosx-1 

3 Jk 
5ctgx +8 

2 


1 
d) =—=-. 
V3ctgx+5 4 


Ed 


d) 


b) 


2cosx+7 | 
15cosx+3 


d) 2 =3-ctgx. 
ctgx+2 

15 
cosx+1 


10 


b) 


> 


b) =11-2cosx; 


d) =8-ctgx. 


161. a) 1 — cos x = 2 sin 5; 
L 
c) cos 2x = aonar; 
162. a) cos x + sin x = 0; 
b) cos? x — 3 sin x cos x = — 1; 
c) 3 cos? x = 4 sin x cos x — sin? x; 
d) 4 cos? x — 7 sin 2x = 2. 
163. A : 
3cosx +4 
2 
c) ——=—— =l; 
3V2sinx-1 
164. a) E ARA : 
5tgx+8 
TEE E 
V3tgx+5 2” 
2sinx+7 
165. a) 1šsnz+8 ; 
c =3-tgx; 
tgx+2 $ 
A A N einss 
sinx+1 
) =2ctg x- 1; 
tgx+1 sb 


tgx+2 
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167. Išspręskite lygčių sistema: 


i OS g sin xcosy = 0,25, 
a y 
sin? x+c0s? y = z sinycosx = 0,75; 
gapet a+y=t, 
c) 3’ d) 4 1 
cos? rx — cos? ny = 0; tgx eia 


Istorinės žinios 


Uždaviniai, kuriuos dabar sprendžiame taikydami trigonometrines funk- 
cijas, atsirado seniai. Ypač daug tokių uždavinių iškėlė senovės astronomija. 
Astronomus domino sferinio trikampio, kurį sudaro sferos didžiųjų apskritimų 
lankai, kraštinių ir kampų sąryšiai. Jie susidorodavo su sunkesniais užda- 
viniais negu plokščiųjų trikampių „sprendimo“ uždaviniai, nagrinėti IX klasėje. 

Vietoj trigonometrinių funkcijų dabartinių lentelių senovės matematikai 
sudarinėjo stygų, jungiančių atitinkamo ilgio lankus, ilgių lenteles. Pirmosios 
tokios lentelės, kurias sudarė graikų matematikai III—II a. pr. Kristų mūsų 
nepasiekė. Seniausias išlikusias stygų ilgio lenteles sudarė Aleksandrijos astro- 
nomas Ptolomėjus, gyvenęs II m. e. amžiuje. Jose pateikti apskritimo 
stygų ilgiai kas 30. Stygų ilgis išreikštas triženklėmis šešiasdešimtainėmis 
trupmenomis, t. y. suma 

a b c 

—+———+—>, 

60 602 603 
kurios a, b, c — sveikieji skaičiai nuo 0 iki 59. 

V—X a. indu ir arabų matematikai taikė trigonometrines funkcijas sin, 
cos, tg, ctg, sec, cosec, kaip tam tikrų apskritimo atkarpų ilgių santykį. Indų 
matematikas Ariabhata (V a. pabaiga) žinojo formule sin? a + cos? a = 
= 1 ir net pusės kampo sinuso, kosinuso bei tangento formules. Jomis jis rėmėsi 
sudarydamas tų funkcijų lenteles. 

Vakarų Europoje trigonometrija buvo aktyviai plėtojama XV —XVI a. Ne- 
mažai čia yra nuveikęs prancūzų matematikas F. Vietas (1540—1603). 
Atsiradus diferencialiniam skaičiavimui, buvo gautos trigonometrinių funkcijų 
išvestinių formulės. Faktiškai jas jau žinojo I. Niutonas, o geometriškai išvedė 
Kotesas (1682—1716). Trigonometrinių funkcijų kitimą, kintant argu- 
mentui nuo —æ iki co, pakankamai aiškiai įsivaizdavo Dž. Volis (1616— 
1703). Tačiau iki L. Eulerio (1707—1783) matematikai šiuo klausimu 
nebuvo nuoseklūs ir, spręsdami atskirus uždavinius, įvairiai apribodavo trigo- 
nometrinių funkcijų apibrėžimo sritį. Nebuvo aišku, ar buvo kalbama apie 
skaitinio argumento trigonometrines funkcijas, ar apie atkarpų ilgio priklau- 
somybę nuo kampų didumo arba lanko ilgio. 

Šiuolaikinę trigonometrinių funkcijų teoriją sukūrė L. Euleris knygoje „Be- 
galinių mažybių analizės įvadas“ (1748). 
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Kartojimo klausimai ir uždaviniai 


1) Kokį kampą vadiname 1 radiano kampu? Parašykite formules, siejančias 
radianinį ir laipsninį matą. 
2) Išreikškite radianais: a) 360°; b) -180“; c) 18°; d) 1”. 


3) Išreikškite laipsniais: a) x rad; b) > rad; c) S. rad; d) 1 rad. 


„ 1) Kas yra vienetinis apskritimas? Pasakykite kampo a sinuso ir kosinuso 


apibrėžimus. 
2) Raskite (nesinaudodami skaičiuokliu ir lentelėmis) sin a ir cos a 
reikšmes, kai a lygus: 


i ` b) Ea 0) on d) 30%; e) 570% f) -240". 

(Iš pradžių vienetiniame apskritime raskite atitinkamus taškus P,). 

3) Skaičiuokliu arba iš lentelių raskite sin a ir cos a reikšmes, kai a lygus: 
a)23*24': b) 10278; c) 1,2; d) -0,7. 


„ 1) Pasakykite kampo a tangento ir kotangento apibrėžimus. Su kokiomis a 


reikšmėmis tg a ir ctg a yra apibrėžti? Kas yra tangentų tiesė? 
2) Raskite (nesinaudodami skaičiuokliu ir lentelėmis) tg a ir ctg a reikšmes, 
kai a lygus: 
a z 3 T 11 
a)30% b) 45%; O) 45 d) gr e) T T 
3) Skaičiuokliu arba iš lentelių raskite tg a ir ctg a reikšmes, kai a lygus: 


a)39*12'; b) 14697; c) 1,7; d) 0,4. 


„ 1) Parašykite formules, siejančias vieno argumento trigonometrinių funkcijų 


reikšmes. 
2) Suprastinkite reiškinius: 
a)l + tg? a; b) 1 + ctg a; 
c) (sin a + cos a); d) (sin a — cos a)?. 
3) Įrodykite tapatybes: 


cosa 1+sina. sing _1+c0sa 


1-sina cosa | 1-cosa sina 

1) Pasakykite sin a, cos a, tg a ir ctg a ženklus, atsižvelgdami į tai, kuriame 
koordinačių ketvirtyje yra a. 

2) Nustatykite ženklą: 


3 
a) sin 11°; b) sin 4% c) cos 112“; d) cos| T) 


e) tg 100°; f) e[-Gn) g) ctg 100%; h) ctg 8. 
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3) Žinodami vienos trigonometrinės funkcijos reikšmę ir intervalą, kuriam 
priklauso a, raskite kitų trijų pagrindinių trigonometrinių funkcijų 
reikšmes: 

T 1 T 


- 3 . o En >, 
a) sina = gr es E b) cos a q 0<a< y; 


l 


1 
c)tga = 7, T< U< 


A 2 
3 ctga = -3, 7 < a < 2r. 


2i 
2 > 
6. 1) Suformuluokite mnemoninę taisyklę redukcijos formulėms prisiminti. Pa- 
rašykite keletą redukcijos formulių. 
2) Pakeiskite smailiojo kampo trigonometrine funkcija: 


172 
a) sin 231°; b) cos(-500%); c) en) d) cos T. 


3) Suprastinkite reiškinį: 
Tr 


) sr ; 
ss 8 sg *4 


sin (180° - a) cos (180° + a) tg(-a) 
—————————>—- 
sin (a - 270°) ctg[a + 3r) cos( -o - z) 
7. 1) Parašykite sumos (ir skirtumo) kosinuso, sinuso, tangento formules. 


2) Apskaičiuokite be lentelių sinuso, kosinuso ir tangento reikšmes: 


T s e T EA - o o 
a) 197 b) 75° (remkitės tuo, kad Da 75° = 45° + 30°). 


3) Irodykite tapatybes: 


a) sin[a ++) sin[u-¿)- /3 sin a; 


A tga + tg(60° - a) 


e 


1-tga tg(60* -a) 


sin (a +B) 


= tga +tgB; 
cosa. cosß 


c) 


d) cos 2a cos 3a — sin 2a sin 3a = cos 5a. 


8. 1) Parašykite dvigubojo argumento formules. 


2) Apskaičiuokite sin 2a, cos 2a, tg 2a ir ctg 2a, žinodami, kad: 


A T E 12 . 
a) cos a = ¿ird<a< 5 b) sin a = 33 ir cos a < 0. 


2 ; 
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3) Suprastinkite reiskinius: 


a) 


2tga 


Lagos A 1) 
- tela 
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b) 1 - (cos a - sin a). 


9. 1) Parašykite kosinusų (sinusų) sumos ir skirtumo formules. 


10*. 


11. 


12. 


2) Apskaičiuokite be lentelių: 


a) cos 117° + cos 63°; 
DoS T . Sn 

Cc) SIN +SIN=—;5 
12 12 


3) Suprastinkite reiškinius: 


sin 70° —sin10” 


> 


cos40” 
Irodykite tapatybes: 


C0S0 + cos 3ga 
A = Ctg 201; 
sin A + sin 30. 


b) sin 225° — sin 75°; 


d) A — COS — 


T 
12 12` 


b) sin(5+0]esin[ 5-0) 


d) sin 2a + sin 4a + sin 6a = 4 sin 3a cos 2a cos a. 


1) Parasykite pusés argumento formules. 


2) Apskaičiuokite sino, cos, tg 


1. 81 
a) cos a = > ir > <a<2r; 


3 


3) Suprastinkite reiskinius: 


sin & a . 2 
—-ctg—-sin' g; 
1+cos04 2 


ye 
2 


ir cg. žinodami, kad: 


b) sin a = -2 i z 
sm Q = a As sg 


b) 


1+c0s0 


a 
tg? — -cos a. 


1-cosa 2 


1) Kas yra funkcija, jos apibrėžimo sritis ir reikšmių sritis? 
2) Raskite funkcijos apibrėžimo sritį: 


a) y = J3-x; b) y 
1 

d) y= ——; 

jy tgx-1 ay 

3) Raskite funkcijos reikšmių 
1 

a) y = =; b) y 
x 

d) y = 2 sin x + 1; e) y 


1) Kas yra funkcijos grafikas? 
2) Ar 64 paveiksle pavaizduotoji taškų aibė yra kokios nors funkcijos gra- 


fikas? 


ctgx' 
sritį: 


1 


— + 
x2 


tg’ x; 


3) Nubraižykite funkcijos grafiką: 


a) y = — 2x + 3; 


0) y = x?-— Ax; 


1; 


b) y 
d) y 


co) y=x*x*-1; 


f) y = cos? x. 
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y 
0 x 
64 pav. 65 pav. 
13. 1) Apibrėžkite didėjančiąją ir mažėjančiąją funkciją. 


14. 


15. 


16. 


5. 1046 


2) Raskite 65 paveiksle pavaizduotos funkcijos didėjimo ir mažėjimo inter- 
valus. 

3) Raskite funkcijos didėjimo ir mažėjimo intervalus: 

1 

a) y = -3x + 1; MP“ 

1) Apibrėžkite funkcijos ekstremumo taškus (maksimumo taškus ir mini- 
mumo taškus). Kas yra funkcijos ekstremumas? 

2) Nurodykite funkcijos, kurios grafikas pavaizduotas 65 paveiksle, maksi- 
mumo ir minimumo taškus. 

3) Raskite funkcijos maksimumo ir minimumo taškus: 


c) y = 2x? + Ax; d) y = x!. 


a) y = (x — 3 + 2; b) y = 1 — (x — 2%; 

c) y = sinx; d) y = tgx. 

1) Kokie uždaviniai sprendžiami tiriant funkciją? 

2) Ištirkite funkciją: 

a) y = x? — 4x + 3; b) y = cos x — 2; 
12 

c) y = 2 sinx + 1; „i 


3) Nubraižykite ištirtų funkcijų grafikus. 

1) Apibrėžkite lyginę ir nelyginę funkciją. Kokia savybe pasižymi lyginės 
ir nelyginės funkcijos grafikai? 

2) Paaiškinkite, kuri šių funkcijų yra lyginė, o kuri nelyginė: 


A 3 
a) y = x’; b) y = x, us 
5 . 
xt? 
3) Kurios funkcijos yra lyginės, kurios nelyginės, kurios nėra nei lyginės, 
nei nelyginės: 


d) y =x% + 4%; e) y = f) y= el. 


a) f(x) = sin 3x; b g(x) = x sin x; 
c) A(x) = TE d) u(x) = x + cos x? 
x 
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17. 


18. 


19. 


20. 


21 


. 


22. 


TRIGONOMETRINĖS FUNKCIJOS 


1) Apibrėžkite periodinę funkciją. Kas yra funkcijos periodas? Kokią sa- 
vybę turi periodinės funkcijos grafikas? 

2) Koks yra funkcijos mažiausias teigiamas periodas: 

a) y = sin x; b) y = cos x; d y=tg x; d) y = ctg x? 

3) Raskite mažiausią teigiamą funkcijos periodą: 


a) f(x) = sin 2x; b) g(x) = cos A 
c) h(x) = te +1; d) u(x) = cos (4x + 1). 


1) Išvardykite pagrindines sinuso, kosinuso ir tangento savybes. 

2) Remdamiesi atitinkamos funkcijos savybe, įrodykite nelygybes: 

a) sin 290° < sin 310° < sin 370° < sin 400° < sin 430“; 

b) cos(-317*) > cos(-280*) > cos(-213*) > cos(-193*); 

c) tg(-253*) < tg(-200*) < tg(-175*) < tg(-147*) < tg(-112*); 

d) sin 4,7 < sin 5,1 < sin 5,6 < sin 6,2 < sin 7 < sin 7,8. 

3) Nubraižykite funkcijos grafiką (lygiagrečiu sinusoidės postūmiu išilgai 
abscisių ašies): 


a)y= sin[1- 5) b) y = cos +5) 


1) Suformuluokite šaknies teorema. 

2) Apibrėžkite skaičiaus arksinusa. Su kokiais skaičiais arksinusas yra 
apibrėžtas? 

3) Apskaičiuokite: 


1 3 
a) arcsin 0; b) arcsin 1; c) arcsin z d) arcsin E) 
1) Apibrėžkite skaičiaus arkkosinusa. 
2) Su kokiais skaičiais arkkosinusas yra apibrėžtas? 
3) Apskaičiuokite: 

1 3 
a) arccos 0; b) arccos 1; c) arccos z d) arccos 37) 


1) Apibrėžkite skaičiaus arktangentą. 

2) Su kokiais skaičiais arktangentas yra apibrėžtas? 

3) Apskaičiuokite: 

a) arctg 0; b) arctg 1; c) arctg (-1); d) arctg J3. 

1) Parašykite paprasčiausių trigonometrinių lygčių sin x = a, cos x = a, 
tgx = a sprendimo formules. 

2) Su kokiais a paprasčiausios trigonometrinės lygtys turi sprendinių? 

3) Vienetiniame apskritime parodykite kampus a, kurie yra sprendiniai 
lygties: 

a) sin a = 0,7; b) cos a = -0,3; 

c) tg a = -2; d) sin a = - 0,4. 
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23. Išspręskite lygtis: 


a) cos?x — sin? x = 1; b) 4 sin x cos x = J2 ; 
c) 2 sin?x + 3 sin x = 2; d) 2 cosžx — 5 cos x = 3; 
e) tg? x — 4 tg x +3 = 0; f) 6 sin?x — 4 sin x cos x= 1. 
24. Vienetiniame apskritime parodykite kampus a, kurie yra sprendiniai 

nelygybių: 

1 2 
a) sin a >=; b) cos a $33 

: 3 

c) tg a < 3; d) sin a Ea 
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168. Ar gali sinusas (kosinusas) búti lygus: 


y Werte daei gA 308509 
a 


hanp a+b 


Suprastinkite reiškinius (169—172). 


tga l+ctgža ctgß -ctga 
169. a -a 2 3 b) 7, AA 
1+tg%0 ctg“a tga- tgp 
tgB+tga sin & sin 
o) IBP. d) SU SS e 
ctgB +ctga coso. cos B 


170. a) 1 + tgžę — tgžę(cosžę + 1); 
b) (1 + sin?p) ctg?ọ — 1 - ctgžą; 
Ša 
A a 
sin“ a sin“ B 
cosPtgB 
sin? B 


d) —ctgp cosB. 


171. a) (3 sin x +2 cos x)? + (2 sin x — 3 cos x); 
b) tg?x — sin? x — tg? x sin? x; 


c) (tgọ + 1? + (tgo — 1}? + (ctgo + 1}? + (ctgọ - 17; 


d) ysin? B(1+ctgB)+cos” B(1 + tgb). 


cosa. + sina , sin $ -— cosp 


172. a) — - - i 
sin 0 — cos Q sin $ +cos B 
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173. 


174. 


175. 


176. 


177. 
178. 


179. 


180. a) 


181. a 


182. 
183. 


184. 


185. 


186. 


187. 
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3cosa + 2sina 


Apskaiciuokite reiskinio : reikšmę, kai: 
2cos0 —3sin& 


1. b) ct a ) € ea d) t = -2 
z? ctg a = 35 c) tg a = -75 g a = -2. 
Duota: sin t + cos t = m. Išreikškite kintamuoju m: 


a) tg a = 


a) sint cost; b) sin3t + cos*t. 
Duota: tg ọ + ctg q = m. Išreikškite kintamuoju m: 
a) tgžo + ctg? q; b) te? y + ctg? 0. 


a) Duota: cosa — sinžĖ = 0,5. Raskite sinža — cos?B. 
b) Duota: sina + cos?B > 1. Įrodykite, kad cosa + sin?B < 1. 


Įrodykite tapatybes (177—184). 

sinža sin? B + sinža cos? B + costa = 1. 

(tg a + ctg a)? — (tg a — ctg a) = 4. 
sinža 2cos% a 


a) PAL 3 -sin?a=1; 
tg a ctga 


1-4sin? tcos? t į 
b) sakas =1-2sintcost. 


(sin t+ cos t}? 


cos? t- sin? t A cos? f + sin3 t 
tesina b) Ea 
1+sint cost 1-sintcost 


) fL- cost | sind b [l-sint _ [cost] 
l+cost 1+cost' l+sint 1+sint“ 


(sin a + tg a) (cos a + ctg a) = (1 + sin a) (1 + cos a). 


= cost +sin t. 


sinéa (1 + ctg a) + cosa (1 + tg a) = sin a + cos a. 


v1-2sintcost  2sintcost 


AA e A = sin t + cost, jeigu sin t > cos t. 
sn“ t-cos' t sint+ cost 


Remdamiesi redukcijos formulėmis, pakeiskite smailiojo kampo trigo- 
nometrine funkcija: 
a) cos 108“; b) sin 250%; c) tg 165“; 
d) cos 317°; e) sin (-157*); f) tg 1445). 
Pakeiskite pirmojo ketvirčio kampo trigonometrine funkcija: 
„9. 9. 5r, . 21 
a) sin r b) cos 107 c) ctg T d) sin a 
Pakeiskite smailiojo kampo, mažesnio už 45”, trigonometrine funkcija: 


a) cos 89°; b) tg 68°; c) sin 71°; d) ctg 47°. 
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188. 


189. 


190. 


191. 


192. 


193. 


Pakeiskite mažiausio teigiamo argumento trigonometrine funkcija: 

29 1 5n Tr 
a) sin Lp b) cos 2% c) 0-5) d) cos (5) 
Apskaičiuokite be lentelių ir skaičiuoklio: 


a) sin 75° cos 75“; 

b) 10 ctg 135* sin 210* cos 225“; 

c) 2 sin? 225° — ctg 330“ tg 405"; 

d) sin 167° sin 107° + sin 257° sin 197". 


| «ez - a] sin[ - z) | 


cos(n—B)tg(-a) | 


Suprastinkite reiškinius: 
T 
a) cos(n-a) 05 = a) 


sin 24 a) 
a y d) 
1-sin“(T+x) 1-cos[ 22-a) 
2 


Įrodykite tapatybes: 


a) te el; -ž)=2tgx 


cos? (n - 0) 


c) 


b) sin a - sin 304 ės DB 


coso. — cos3a 


sin(x- r) tel - z) 


ARA 
cos|[ ŠE + +) ctg(T- x) 


sin? (o: - 630° 


“mia =1+ cos(a = 90°). 


Įrodykite, kad šios funkcijos lyginės: 


a) tg?x; b) Ixl + cos x; O) x-tex, d) SUIE O 


x—sinx” 2Ztgx+x ' 
Įrodykite, kad šios funkcijos nelyginės: 


: E in x + 
a) sin B b) tg?x; c) x? + sin x; d) PR 
3 2 +cosx 


70 TRIGONOMETRINĖS FUNKCIJOS 


194. Paaiškinkite, kodėl šios funkcijos nėra nei lyginės, nei nelyginės. Ar jos 
periodinės? 


a) Vx; b)- Li c) x+ l; Dd xa+x+l; e) sin x + cos x. 
x 
mos i IR Eek T T 
195. a) Apskaiciuokite sin(5+0) kai sin tso ir a 
des : E: : : 3n 
b) Apskaičiuokite sin Ha , kai tg a = 2 ir PEREA 


196. Apskaičiuokite cos (a + B), kai: 


b) cos A sin B= E a < 2, "Ber. 
5 13 2 2 


197. Apskaičiuokite sin (a — p), kai: 


a) sin dese ais cia reke“ 
4 4 2 2 


E 3n T 
b) cos a = sin B=>> 2 <a < 2T, y Pm 
198. Duota: tg a = > tg B= >, Apskaičiuokite: 
a) tg (a + B); b) tg (a — B); c) ctg (a + B); d) ctg (a — B). 
199. Irodykite lygybe: 
sin 32° cos 15” + cos 32° sin 15” = sin 26° cos 21” + cos 26” sin 21“. 


200. Suprastinkite reiskinius: 


sin 35° cos20” — cos35” sin 20” | 


a) žmo i 
cos44° cos 29" + sin 44" sin 29° 
i 2n 
sin —cos— - cos = sin 
b) 2 
31 T 31 T 


cos — cos— + sin — sin 
14 14 14 14 


cosa cos B — cos(a + B) | a - 
| Tale Ann BET 
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Įrodykite tapatybes (201—207). 


T 1 
201. a) sinla+ 5) > sin x + cosx); 
IZA ) 


b) cos(x + z) = L (cosx - sin x). 


J2 
202. a) sin (a — B) sin (a + B) = cos? B — cos? a; 
b) cos (a + B) cos (a — B) = cos? B — sin? a; 


cos(a + 
Den) =ctga ctgB-1; 
sin a sinp 


tga+tg| Fa] 


d) ——————>— =1. 
Tr 
l-t tg|—- 
ga te-a] 
sin(Z + )-cos[ T +) [ho] 
203. a) ————— — “=tgx; b) ——————— = sin 2a. 
e T T | T 
sin| — + x |+ cos Zaa) tg Zta)sı 
E ) E 4 
204. a) Tid- = tg; b) tg2a-tga = 2>. 
1+tg40 tg30 cos20 
205. a) qa E ai Žas A b) A e 
l+sin2a0 cosa +sino. 1 + cos 201 + sin 20 


206. a) (sin x cos y + cos x sin y)? + (cos x cos y — sin x sin y) = 1 


> 


b) sin? x (1 — ctg x) + cosóx (tg x — 1) = sin x — cos x. 


207. a) eii 2) že 


y eSa 4 -5 
irsna "1d El 


208*.Raskite sin % , cos, tg" ir ctg“, kai: 
"L 2 
a) sin a = 0,8 ir 0 < a < ži 


b) tg a = 35 ir 180 < a < 270“. 
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Pakeiskite sandauga (209—210). 
209. a) sin?x — sinžy; b) tga — tg?P. 


210. a) cos x + cos 2x + cos 3x + cos 4x; 
b) sin x + sin 2x + sin 3x + sin 4x. 


211. Pakeiskite šiuos reiškinius sandauga, vartodami pagalbinį argumenta 


T 
(pavyzdžiui, 1 = sin ): 


y à 2. 
a) 1 + sin a; b) Ainas c) E Mia 
v2 3 3 
ER a o. A AE 4 2 
d) 2 sin 35; e) 4 sinža; f 4 cosa. 


212* Remdamiesi formulėmis, kuriomis sina, cosa, tga, ctga išreiškiami 
funkcija tg, Gr. Nr. 240), raskite: 


a 
a) sina, cosa, tga ir ctga, kai tg, = 8; 


am 


b) sin 2a, tg 2a, cos 2a ir ctg 2a, kai tg a = 
Išspręskite lygtis (213—217). 


213. a) 3 cos 2x = 7 sin x; b) 2 cos 2x = 7 cos x. 


214. a) sint Ž -cost Ž zA: b) costx — sinix = Ya. 
2 2: 2 2 
215. a) cos*x + 4 sinžx = 2 sin 2x; b) sinžx — = sin 2x = cos?x. 


216. a) 4(1+ cosx)=3sin? cos; 
b) 4(1- cosx) = 3sin > cos? y 


217. a) sinx + sin 3x = 0; b) sin 5x — sin x = 0; 
c) cos 2x — cos 6x = 0; d) cos 4x + cos 2x = 0. 


Išspręskite nelygybes (218—223). 


218. a) sin“ A ginė 2x<cos 2x; 


b) sin x (cos x — sin x) < 2. 


219. a) costx + cos? 2x + cos? 3x + cos? 4x > 2; 


b) cos 2x < cos 3x — cos 4x. 


220. a) V3 tg?x—4tgx+vV3 >0; b) J3 ctg?x —4ctgx + 4/3 >0; 
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c) 4sin? x- 2( V2 —1)sin+- 2 <0; 


d) 4cos? x +2(/2 — 1)cosx - 2 <0. 
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221 4sinx+3_, 4cosx+3 
aL” 3cosx+1 
222. a) — Sa <11-2sin x; b) z <11-2cosx. 
sinx+1 cosx+1 
223. a) <2-tgx; b) B, 
tgx+1 ctgx+1 
224. Patikrinkite lygybes: 
; 2 3n 
a) arccos 0 + arcsin D b) arccos (-1) + arccos 1 = r; 
| 2 42 2 1 or 
c) arcsin| -— |+ arcsin — = 0; d) arcsin—+arccos— = —. 
2 2 2 2 2 
225. Apskaičiuokite be lentelių ir skaičiuoklio: 
a) arcsin *8 + arcsin i b) arcsin y2 + mA 7 
2 2“ 2 a“ 
; 1 3 
c) arcsin (3) arios] E) d) arctg(-1)+ arctgW3. 
Irodykite tapatybes (226—227). 
226. a) cos (arcsin x) =v1-x*; b) sin (arccos x) =/1- x; 
1 1 
c) tg (arcctg x) =—; d) ctg (arctg x) ==. 
x x 
1 * 
227. a) cos (arctg x) = : b) sin (arctg x) = d 
1+x? vl+x2 
x 1 
c) cos (arcctg x) = A d) sin (arcctg x) = 3 
Vl+x? vl+x2 
228. Įrodykite, kad su visomis galimomis reikšmėmis yra teisinga nelygybė 
sin x +tgx >0 
cosx+ctgx | 
Trodykite tapatybes (229—234). 
229. a) cos'B + sinêß = 1 — 3 sin?ß cos; 


b) 3 (sin*B + cos*B) — 2 (sinêß + cos*B) = 1. 
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2 
330. j TRG IO 
l+sina cosa 1+tga+tg’a 
b) Cor =1+tg0 + te?a + tgĉa. 
cos? a 


sin” ọcosọ — sin p coso +sinọ 


231. a) =1+c08sQ + tg q; 
cos (1-cosq) 
b) 1+ctg"p+sin” p+sin” petg"p 1 A I 
2cosžp+sinžo-1 cos? p cos? psin? y” 

Ža sin(p — y) $ sin(y -a) A sin(a — B) _ 

cosBcosy cosycosa. cosæcosß 

tg (45° +x)- tg(45° -1) 

233. a) š = sin 2x; 


tg (45° + x) + tg(45° —x) 
b) ctes - tes = 2ctga. 


cosa. — cos 30 


Suprastinkite reiškinius (235—237). 


235. a) a b) E 
(sin x + cos x) (sin x - cos x) 
t 
236. a) 1 - 8 sin? cos*t; b) 2 cos? > 1. 


097 a EPA b) [L-cose , [L+cos9 
1-cos4x + sin 4x l1+cosọ Y1-cosp 


238. Apskaičiuokite sin 4a ir cos 4a reikšmes, kai tg 2a = 8. 
239. Apskaičiuokite sin 4a reikšmę, kai tg a = 3. 
240. Irodykite formules: 

a) sina cos B = A (sin (a + B) + sin (a — B)); 


1 
b) cosa cos ß = 3 (cos (a — B) + cos (a + B); 
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241. 


242. 


243. 


244. 


245. 


246. 


247. 


c) sina sin B= 5 (cos (a — B) — cos (a + B); 


2tg Č 
d) sina=—Ž—; 
1+tg?= 

203 

2tg2 

f) tg a = 2—; 
l- tg? 

> 3 


Spresdami 241—249 pratimą, remkités 240 pratimo formulėmis. 


Sutvarkykite reiškinius (241—243). 


a) cos 40° cos 50%; 


n y2 


DTS 
c) sin—sin— + —; 
24 24 4 


i Too T 
a) sin| x+— |sin| x-— |; 
z) | 3 


c) cos (x + B) cos (x — P); 


a) 4 sin 30“ sin 20° sin 


c) 4 sin 25° cos 15° sin 


b) cos e cos SB 


12 


12 


Li 


1 
d) sin 105° sin 15-7 


b) sina + F)sin(a - 5) 


d) sin (x + a) sin (x - a). 


10°; b) 4 cos 60° cos 20° cos 10%; 


5°; d) 8 cos 1° cos 2° cos 4° cos 8“. 
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Pertvarkykite taip, kad būtų patogu skaičiuoti be lentelių. Apskaičiuokite 


(244—246). 


a) 2 sin 22°30 cos 7°30; 


a) sin 52°30’ sin 7°30; 


) cos cost; 
fe Ea 


SE 
b) sin—sin— 


4 


12 


b) cos 45° cos 15“. 


b) 8 cos 10° cos 50° cos 70“. 


Išreikškite žemesniu trigonometrinės funkcijos laipsniu: 


a) 2 cos? x; 


d) cos? x sin? x; 


b) 2 sin? x; 


e) sin? 6x; 


c) 2 cos? x cos 2x; 


f) cos? 4x. 
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248. 


249. 


250. 


251. 


252. 


253. 
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Įrodykite tapatybes: 


a) 2 sin 4x sin 2x + cos 6x = cos 2x; 


š L Es Loy 
b) sin? x cos? x= sinx- 7 Sin 5x +7 sin 3x; 


16 16 


1 
c) sin 5x cos 3x cos 6x = 4 (sin 14x + sin 2x + sin 8x — sin 4x). 


3 
Ar teisinga lygybė sin 20° sin 40° sin 60° sin 80° = 167 


Išspręskite lygtis (250—251). 


a) sin[ +2)-sin -1) Al 
b) cos 3 + xa cos| 3 a =1. 
4 4 j 


a) 3 sin x + 4 cos x = 2; b) 5 sin x + 12 cos x = 13; 


c) sin x — 2 cos x = 1; d) 2 sin x + cos x = 2. 


Išspręskite nelygybes: 

4 1 
a) Isin xl + Icos xl > 1; b) tg x + ctg x > 132 
J3 
Įrodykite formules: 
a) arcsin (—a) = —arcsin a, kai ae[-1; 1]; 
b) arctg (-a) = — arctg a, kai a — bet kuris skaičius; 


c) arccos (—a) = x — arccos a, kai ae[-1; 1]; 


d) arccos a = — arcsin a, kai ae[-1; 1]. 


2 


A 
< 
A 
c 
|) 
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8 5. IŠVESTINĖ 
14. APYTIKSLIS FUNKCIJOS REIKSMIU SKAICIAVIMAS 


Pirmiausia priminsime iš algebros kurso žinomus apibrėžimus. 
Skaičiaus a artinio (apytikslės reikšmės) x absoliučiąja paklaida vadi- 
namas skaičiaus ir jo artinio skirtumo modulis. Taigi apytikslės lygybės x = a 
absoliučioji paklaida yra skaičius lx- al. 
Jeigu skaičiaus a artinio x absoliučioji paklaida nėra didesnė už A, t. y. lx — 
— al <h, tai x vadinamas skaičiaus a artiniu h tikslumu. 


1 pavyzdys. = 0,33 (0,01 tikslumu); 
J2 = 1,4142 (0,0001 tikslumu); 
nz = 3,14159265 (0,00000001 tikslumu). 


Neretai, apskaičiuojant funkcijos f reikšmę taške a, reikia rasti funkcijos 
reikšmę ne pačiame taške a, o jam artimame taške x. Pavyzdžiui, jeigu a = m, 
tai skaičiuodami pasirenkame x = 3,14 arba x = 3,1416 ir t. t. Sprendžiant 
panašius uždavinius, reikia mokėti įvertinti skaičiavimo tikslumą. Pateiksime 
du pavyzdžius. 

2 pavyzdys. Panagrinékime tokį uždavinį: reikia išmatuoti duotojo 
kvadrato kraštinę ir, remiantis matavimo rezultatais, apskaičiuoti jo plotą. 

Tarkime, tiksli kvadrato kraštinės ilgio reikšmė lygi a. Tuomet tiksli ploto 
S reikšmė yra až. Matuodami gausime tam tikrą kraštinės ilgio artinį x: x = 
= a + Ax*, o | Axl yra matavimo absoliučioji paklaida. Todėl plotas bus ap- 
skaičiuotas su absoliučiąja paklaida: 


IASI = lx? — a?l = l(a + Ax? — a?l = 120Ax + (Ax? !. 


* Simbolis Ax skaitomas „delta iks“; A — graikiška raidė, vartojama skirtumams ir paklaidoms 
žymėti. Siuo atveju Ax = x —a. 
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Iš šios lygybės matyti, kad didėjant matavimo tikslumui, t. y. kai visos 
| Axl labai mažos, dėmenys 2aAx ir (Ax) maži, ir todėl atitinkama ploto reikš- 
mé mažai skirsis nuo a?. Pavyzdžiui, jei a = V8,tai matuodami 1 m tikslumu, 
1 dm tikslumu, 1 cm tikslumu, 1 mm tikslumu ir t. t., gausime šias kraštinės 
ilgio ir jo matavimo tikslumo (metrais), ploto ir jo apskaičiavimo absoliučiosios 
paklaidos (kvadratiniais metrais) reikšmes: 


Kraštinės Ploto 

Kraštinės ilgio skaičiavimo 
ilgis matavimo absoliučioji 

tikslumas paklaida 


3 L 9 1 

2,8 0,1 7,84 0,16 

2,83 0,01 8,009 0,009 
2,828 0,001 7,9976 0,0024 
2,8284 0,0001 7,99985 0,00015 
2,82843 0,00001 8,000016 0,000016 


Pabandykime nustatyti, kokiu tikslumu turi būti išmatuotas kvadrato kraš- 
tinės ilgis, kad skaičiuojant kvadrato plotą S būtų pasiektas norimas tiks- 
lumas A. 

Iš karto tarkime, kad matavimai atlikti ne mažesniu kaip 1 m tikslumu, 
t. y. |Axl < 1. Tuomet 

IASI = [(2a + Ax)Axl = 12a + Axl | Axl < (2a + 1) |Axl. 


Tarkime, kad norime apskaičiuoti kvadrato plotą A tikslumu. Tuomet 
užtenka matuoti tokiu tikslumu, kad (2a + 1) | Ax! < h, t. y. | Axl < = 
žinoma, |Axl < 1). Štai šiame pavyzdyje a= 8, todėl h = 0,001 tikslumą 


1 (ir, 


tikrai pasieksime pasirinkę |Axl < 70007 Pes tuomet 


1 0,001 0,001 
= < ; 
7000 2-3+1 2/8+1 
3 pavyzd y s. Materialaus taško, judančio tiese, koordinatė laiko 
momentu t yra lygi s(t) = 242. Raskime taško momentinį greitį momentu t= 1 s. 
Taško poslinkis per laiko intervalą [1; 1 + At], trunkantį At sekundžių (kai 
At > 0), yra lygus s (1 + At) s (1) = 2 (1 + At)? — 2 =4At + 2 (At), ojo vidutinis 
greitis šiame intervale 


¡Ax| < 


2 
4At+2(A 
Vy e Sia (1) 
vig At 


(1) formulė yra teisinga ir tuomet, kai At neigiamas: taško poslinkis inter- 
vale [1 + At; 1] yra lygus s (1) — s (1 + At) = -4At — 2 (At), o šio intervalo ilgis 
lygus —At. 

Momentinio greičio reikšme norėtųsi laikyti v„ą (0), bet ši reikšmė neapi- 
brėžta (iš O dalyti negalima!). Tačiau, kai At mažas, U,¡¿ (At) reikšmių artinys 
norimu tikslumu yra skaičius 4, nes tuomet dėmuo 2At irgi mažas. Iš tikrųjų, 


* Ploto artinys duotas su vienu atsarginiu skaitmeniu. 
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kad apytikslėje lygybėje v,a (At) = 4 pasiektume norimą (iš anksto nurodytą) 
tikslumą A, pakanka pasirinkti |2At1 < A, t. y. pasirinkti laiko intervalą, kurio 
ilgis nebūtų didesnis už DE 

Sakoma, kad funkcija f(x) artėja prie ribos L, kai x artėja prie a*, jeigu 
galima pasiekti bet kokį iš anksto nurodytą apytikslės lygybės f(x) = L tikslu- 
mą h, mažinant argumento reikšmės paklaidą |Ax| = lx-— al. Trumpiau 
tariant: apytikslė lygybė f(x) = L, kai x = a, gali būti bet kokio tikslumo. Vietoj 
žodžio „artėja“ paprastai rašoma rodyklė: 

f(x) L, kai x>a. 
Tą patį galima užrašyti kitaip: 
lim f(x)= L. 

z x—>a 
Zymuo lim — sutrumpintas lotyniško žodžio limes, lietuviškai reiškiančio „riba“, 
užrašas. Užrašas lim /(x)= L skaitomas: „f(x) riba, kai x artėja prie a, lygi L“. 


Anksčiau išnagrinėtame 2 ir 3 pavyzdyje buvo parodyta, kad 
S(x) 8, kai x > V8 (ty, lim S(x) = 8) 
x>v8 
Uy¡q (At) > 4, kai At > 0 (ty. lim Uyja (At) = 4) 
At> 


4 pavyzdys. Duota f(x) = kx + b (k ir b — pastovūs dydžiai). Irodysime, 


k 
ag Fx) => ka + b, kai x > a. 


Rasime apytikslės lygybės f(x) = ka + b absoliučiąją paklaidą: 
IAx)- ka- b| = Ik (a + Ax)+ b-ka-bl| = |k|l|Axl. 
Jeigu k = 0, tai lygybė netgi tiksli. Jeigu k = 0, tai lygybė f(x) = ka + b yra 


h 

teisinga bet kokiu iš anksto nurodytu tikslumu A, užtenka pasirinkti [Ax] < H 

Tarkime, kad funkcijos f(x) ir g(x), kai x > a, atitinkamai turi ribas A ir B. 
Tai reiškia, kad apytikslės lygybės fx) = A ir g(x) = B yra bet kokio tikslumo, kai 
tik x pakankamai arti prie a. Tačiau jeigu mokame rasti skaičių A ir B artinius 
L kokiu tikslumu, tai bet kokiu tikslumu galime apskaičiuoti ir A + B, AB ir 
B (jei B % 0). Pavyzdžiui, norint apskaičiuoti sumą A + B A tikslumu, užtenka 

h 

apskaičiuoti kiekvieną dėmenį 7 tikslumu ir juos sudėti. Todėl teisingos šios 
ribų skaičiavimo taisyklės (jų įrodymas neįeina į vidurinės mokyklos kursą). 

Tarkime, f(x) > A ir g(x) > B, kai x > a. Tuomet, kai x > a: 

1) Ax) + g(x) - A+ B; 

2) f(x) g(x) > AB; 


* Reikšmė x = a neimama, todėl Ax = 0. 
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254. 


255. 


256. 


257. 


258. 


259. 


260. 


261. 


262. 


263. 
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Pratimai 


Raskite nurodytuju skaičių desimtainius artinius su trūkumu ir su per- 
tekliumi 0,1; 0,01 bei 0,001 tikslumu: 

2 
a) 0,2664; b) -1,27; c) E d-a 
a) Patikrinkite, ar skaičiai 2,6 ir 2,7 yra skaičiaus JT dešimtainiai ar- 
tiniai 0,1 tikslumu atitinkamai su trūkumu ir su pertekliumi. 
b) Patikrinkite, ar skaičiai 2,23 ir 2,24 yra skaičiaus J5 dešimtainiai 
artiniai 0,01 tikslumu atitinkamai su trūkumu ir su pertekliumi. 
a) Žinoma, kad x = 0,5638413..., y = 1,3411825... Raskite sumos x + y 
penkis pirmuosius dešimtainius ženklus. 
b) Zinoma, kad x = 2,5475781..., y = 1,3292160... . Raskite skirtumo x - y 
penkis pirmuosius dešimtainius ženklus. 


Apskaičiuokite 0,001 tikslumu: 


ato b) Če VT, o 3415; d) VIO - J2. 
Laisvai krintantis kūnas per laiką t nueina atstumą s= e (t matuoja- 
mas sekundėmis, s — metrais). Raskite kūno momentinį greitį momentu: 


a) t = 2 s; b) t; c) kai kūnas nukris 1 m; d) kai kūnas nueis kelią s 


m 
(s = 9,8 =) 


Stačiakampio žemės sklypo kraštinės lygios 15 ir a. Kokiu tikslumu reikia 
išmatuoti stačiakampio kraštinę a, norint 1072 tikslumu apskaičiuoti jo: 
a) perimetrą; b) plotą? 

Raskite tokį didžiausią 6, kad su visais taško -2 -aplinkos taškais x + 
+ -2 būtų teisinga apytikslė lygybė f(x) = -4 A tikslumu (A = 0,1; 0,01; 
0,001), kai: 

a) f(x) = 3x + 2; b) f(x)=Ž pe 

+2" 

Kūnas, mestas į viršų pradiniu greičiu v,, momentu t nuo judėjimo pra- 


2 
džios yra aukštyje h(t)= yyt= EE (vo matuojamas metrais per sekundę, 


t — sekundėmis). Raskite kūno momentinį greitį momentu: a)t= 1 s; b)t; 
c) momentu, kai kūnas pasieks didžiausią aukštį; d) momentu, kai kūnas 
nukris ant žemės. 


Žinoma, kad Ax) > 1, o g(x) > -3, kai x > 2. Raskite ribą, prie kurios 
artėja funkcija, kai x > 2: 


a) f(x) + g(x); b) Ax) < g(x); c) —f(x); d) 2Ax) — 3g(x). 
Zinoma, kad Jim fi (x J= 3; lim g(x) =-2, Raskite ribą, prie kurios artėja 
funkcija, kai x RE -1: is 

f(x) 2f(x)+38(x). , 2f“(*)- 5e(x) 


d da) m 9 Tel) Tel) 
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264. limf(x)= A; limg(x)= B. Remdamiesi ribų skaičiavimo taisyklėmis, įro- 
dykite, kad: 
a)limC/(x)= CA; čia C — konstanta; 


b) lim|/ (x) -g(x))=A-B. 


x? — 3x? 
265. Duota funkcij x)= ———. 
65. Duota funkcija f(x) RAC 
Įrodykite, kad, kai x — 2, teisingi šie teiginiai: 
a) x? > 2% 3x — 3 - 23; b) x? — 3x? => 2? -3 - 22, 


)r-2+7>2-2:2+7 d Aæ) > K2. 


x 
266*. Duota trupmeninė racionalioji funkcija f (x)= P(x) kurios skaitiklis p(x) 
q(x 


ir vardiklis q(x) yra daugianariai: p(x) = ax" + ax"! +. + a iX + Q, 
glx)= bor t ba kast bd, 0 t b 

Trodykite, kad, kai x > a, teisingi šie teiginiai: 

a) xt > a', kai t — natūralusis skaičius; b) Cx' > Ca', kai C — konstanta; 
teN; c) p(x) > pla); d) fx) — f(a), kai q(a) = 0. 


15. FUNKCIJOS POKYTIS 


Mus dažnai domina ne kokio nors dydžio reikšmė, o jo kitimas. Pa- 
vyzdžiui, pagal Huko dėsnį spyruoklės tamprumo jėga yra proporcinga spy- 
ruoklės pailgėjimui; darbas yra energijos pokytis; vidutinis greitis — tai san- 
tykis poslinkio ir laiko intervalo, per kurį tas poslinkis įvyko ir t.t. 

Lyginant funkcijos f reikšmę kuriame nors fiksuotame taške x, su šios 
funkcijos reikšmėmis įvairiuose taško x, aplinkos taškuose x, patogu skirtumą 
Rx) - fx) išreikšti skirtumu x —x,, vartojant „argumento pokyčio“ ir „funkcijos 
pokyčio“ sąvokas. Paaiškinsime jų prasmę. 

Tarkime, x — bet kuris taškas iš taško x, aplinkos. Skirtumas x — x va- 
dinamas nepriklausomojo kintamojo (arba argumento) pokyčiu taške x, ir Zy- 
mimas Ax. Vadinasi, 

Ax = x — Xo; 
iš čia išplaukia, kad x = x, + Ax. 

Taip pat sakoma, kad pradinė reikšmė x, „įgijo pokytį Ax“. Dėl to funkci- 
jos f reikšmė pasikeis dydžiu 

fx) — Fx) = Kx + Ax) — fixo). 


Šis skirtumas vadinamas funkcijos f pokyčiu taške x,, atitinkančiu poky- 
ti Ax, ir žymimas simboliu Af (skaitoma „delta ef“), t. y. pagal apibrėžimą 


Af = fix, + Ax) — fixo), 
fx) = fx + Ax) = flxo) + Af. 


o iš čia 


6. 1046 
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y Atkreipkite dėmesį į tai, kad pokytis 
Af, kai x, fiksuotas, yra kintamojo Ax funk- 
cija. 

Funkcijos y = f(x) pokytis Af dažnai va- 
dinamas priklausomo kintamojo pokyčiu ir 
žymimas Ay. 


F(x¿+Ax) 


1 pavyzdys. Raskite pokyčius Ax 
ir Af taške x,, kai f(x) = x?, x, = 2 ir: a) x= 
= 19: b) + = 2,1. 

ajAx = x — x, = 1,9 — 2 = -0,1. 

Af = f(1,9) - f(2) = 1,9? — 2? = —0,39. 

b)Ax = x— x, = 2,1 - 2 = 0,1. 

Af = K2,1) - f(2) = 2,1? — 2? = 0,41. 

2 pavyzdys. Kubo briauna lygi a. Rasime paklaidą AV skaičiuojant 
šio kubo tūrį, kai matuojant briaunos ilgį padaryta paklaida Ax. 

Pagal pokyčio apibrėžimą x = a + Ax, todėl 

AV = Víx) — Vía) = (a + Ax)? — a? = 3a?Ax + 3a (Ax)? + (Ax)?. 


66 pav. 


Pokyčių Ax ir Ay geometrinę prasmę galima suvokti iš 66 paveikslo. 
Tiesė I, einanti per bet kuriuos du funkcijos f grafiko taškus, vadinama 
f grafiko kirstine. Kirstinės, einančios per taškus (xo; yo) ir (x; y), krypties 


koeficientas k lygus YEWO Ji patogu išreikšti pokyčiais Ax ir Ay (žr. 66 pav.): 
X- Xo 
Ay 
k=tga==, 
a Ax 


Priminsime, kad tiesés y = kx + b krypties koeficientas yra lygus kam- 
po a, kurį ši tiesė sudaro su abscisių ašimi, tangentui. 


Pratimai 


267. Raskite funkcijos y = 2x + 5: 
a) x ir Ay, kai x, = 3 ir Ax = 0,2; 
b) x ir Ay, kai x, = 4 ir Ax = 0,06; 
c) Ay, kai x, = 4 ir Ax = 0,1; 
d) Ay, kai x, = 7 ir Ax = 0,01. 
268. Raskite pokyčius Ax ir Ay, kai funkcija y = x*: 


a) = 2,5 iF x, = 2; b) x = 3,9 ir x, = 3,75; 
O x =-1,2 ir x, = —1; d) x = 2,7 ir x, = — 2,5. 
1 
269. Raskite funkcijos y = ja pokytį Ay, kai: 
a) x, = 9, Ax = 0,06; b) x, = 4,02, Ax = 0,02; 
c) x, = 5,06, Ax = -0,3; d) x, = 6, Ax = — 0,02. 


270. Išreikškite funkcijos pokytį taške x, skaičiais x, ir Ax, kai: 
ay=5-=3%x bg- Wax; 0) Ax) = 3x2; d) Ax) = 2x — x? 
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Ax > 
e O a ai (to + 2 Fo) aj: 
a) fx) = x?; b) Ax) = ax + b; 
e) Ax) = ax? + bx + c; d) Ax) = x“. 


272. Raskite funkcijos y = x? grafiko kirstinės, einančios per taškus (xo; Yo) ir 
(x, + Ax; Yo + Ay), krypties koeficientą, kai: 
a) x, = 1, Ax = 0,1; b) x, = 1, Ax = -0,1; 
e) x, = 1, Ax = 0,001, d) x, = 1, Ax = -0,0001. 

273. Raskite funkcijos y = x? grafiko kirstinės, einančios per taškus (xo; Yo) ir 
(x, + Ax; Yọ + Ay), krypties koeficientą, kai: 
a) x, = 2, Ax = 0,1; b) x, = 2, Ax = 0,01; 
c) x, = 2, Ax = 0,001; d) x, = 2, Ax = 0,0001. 

274. a) Įrodykite teiginį, išreiškiantį funkcijos didėjimo požymį: funkcija f di- 
dėja intervale I tada ir tik tada, kai bet kurios intervalo I reikšmės x ir 


x + Ax (Ax = O) tenkina nelygybę % > 0. 


b) Suformuluokite ir įrodykite analogišką teiginį, išreiškiantį funkcijos 
mažėjimo intervale I požymį. 

275* Remdamiesi funkcijos didėjimo (mažėjimo) požymiais (žr. ankstesnįjį pra- 
timą), raskite funkcijos didėjimo (mažėjimo) intervalus: 
a) Ax) = 2x + 3; b) q(x) = 7 — 5x; 
c) plx) = x?; d) q(x) = 3 - x?. 


16. IŠVESTINĖS SĄVOKA. FUNKCIJOS GRAFIKO LIESTINĖ 


Praktiškai visų jums žinomų funkcijų grafikai buvo vaizduojami „glo- 
džiomis“ kreivėmis (žr., pavyzdžiui, funkcijos y = x? grafiką — 67 pav., a). Kita 
vertus, funkcijos y = |x| grafikas (68 pav.) taško (0; 0) aplinkoje nėra „glodi“ 
kreivė. Išnagrinėkime „glodžios“ kreivės geometrinę sandarą, pavyzdžiui, funk- 
cijos y = x? grafiką, kai x reikšmės artimos vienetui. Tam tikslui sudarykime 
jos reikšmių lentelę, pasirinkdami x reikšmes kas 0,1 intervale [0,5; 1,5]: 


1,0 
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Mastelį, kuriuo braižėme y = x? grafiką (žr. 
67 pav., a), padidinsime iš pradžių 10 kartų, 
o paskui 100 kartų ir remdamiesi lentelėmis 
nubraižysime milimetriniame popieriuje 
šios funkcijos grafiką atkarpose [0,5; 1,5] 
(67 pav., b) ir [0,95; 1,05] (67 pav., c). Ma- 
tome, kad, kai argumento reikšmės artimos 
vienetui, grafikas praktiškai nesiskiria nuo 
tiesės y = 2x — 1 atkarpos (žr. dvi apatines 68 pav. 

antrosios lentelės eilutes; čia A — apytikslės 

lygybės x? = 2x — 1 absoliučioji paklaida). Štai atkarpoje [0,95; 1,05] apytikslės 
lygybės x? = 2x — 1 absoliučioji paklaida ne didesnė už 0,0025, o atkarpoje 
[0,995; 1,005] — ne didesnė už 0,000025, t. y. grafiko taškai lyg „išsirikiuoja“ 
išilgai tiesės y = 2x — 1. Iš tikrųjų A = lx? — (2x — 1)1 = (x — 1}, be to, lx — 
— 1! < 0,05, kai x priklauso atkarpai [0,95; 1,05] ir Ix — 11 < 0,005, kai x 
priklauso atkarpai [0,995; 1,005). 

Panašias išvadas galima padaryti nagrinėjant kitus parabolės y = x? taškus. 
Įsivaizduokime, pavyzdžiui, kad šios funkcijos grafikas koordinačių pradžios 
aplinkoje yra dideliame popieriaus lape, kuriame atkarpa [-0,001; 0,001] pa- 
vaizduota 2 m ilgio atkarpa. Taškuose -0,001 ir 0,001 ordinatės y reikšmė lygi 
0,000001. Tokiu masteliu atkarpos [0; 0,000001] ilgis lygus 1 mm. Todėl funk- 
cijos y = x° grafikas, nagrinėjamas atkarpoje [-0,001; 0,001], telpa labai iš- 
temptame stačiakampyje, kurio pagrindas 2 m, o aukštinė 1 mm, t. y. prak- 
tiškai nesiskiria nuo abscisių ašies atkarpos. 

Kitaip yra su funkcijos y = |x| grafiku taško 0 aplinkoje: nėra tokios tiesės, 
kuri glaustųsi prie funkcijos y = |x| grafiko taško 0 aplinkoje (ir iš kairės, ir 
iš dešinės). 

Atsiranda natūralus uždavinys. Tarkime, kad funkcijos f(x) grafikas — 
glodi taške x, kreivė, t. y. neaprėžtai glaudžiasi prie tiesės l atkarpos mažėjant 
taško x, aplinkai, kurioje nagrinėjamas grafikas. Nustatysime tikslią / padėtį. 

Vieno tiesės 1 taško koordinatės yra žinomos — tai taškas (xp; f(x,)). Todėl 
tereikia rasti tiesės l krypties koeficientą. Jo apskaičiavimo būdas remiasi 
šiais sumetimais. 

Kaip pavyzdį panagrinėkime funkciją y = x?. Jos grafikas mažoje taško x, 
aplinkoje mažai skiriasi nuo tiesės l atkarpos. Todėl kirstinių, einančių per 
taškus E xo) ir (x; x?), krypties koeficientai, kai x mažai skiriasi nuo x,, yra 
apytiksliai lygūs tiesės ! krypties koeficientui. 


A 

Kirstinės krypties koeficientas R(Ax) (žr. 15 skyrelį) lygus E (Ay yra 
funkcijos y = x? pokytis taške x,, atitinkąs pokytį Ax). Paryadžiai, kai wek 
teisinga tokia lygybė: 

Ay (1+Ax)"-1 2Ax+(Ax) 

ax Aa 

Tačiau 2 + Ax > 2, kai Ax > 0 (iš tikrųjų apytikslės lygybės 2 + Ax = 2 
absoliučioji paklaida lygi | Axl, todėl apytikslė lygybė teisinga bet kokiu tiks- 
lumu A, kai tik lAxl < A). 


2 


k(Ax) =2+Ax (Axz0) 
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A 
Vadinasi, > artėja prie skaičiaus 2, kai Ax — O, t. y. 


Ay 
is > 2, kai Ax > 0. 

Taigi tiesės l, einančios per tašką (1; 1), krypties koeficientas lygus 2. Šios 
tiesės lygtis, kaip ir buvo tariama anksčiau, yra tokia: y = 2x — 1. 

Tiesė, su kuria praktiškai susilieja funkcijos f grafikas kokioje nors taš- 
ko x, aplinkoje, vadinama funkcijos f grafiko liestine taške (x,; Ax4)). Šios 
liestinės krypties koeficientas vadinamas funkcijos f išvestine taške xo. 

Šitaip įsitikinome, kad funkcijos Ax) = x? išvestinė taške 1 lygi 2 ir kad f 
liestinės atitinkamame grafiko taške lygtis yra y = 2x - 1. 

Dabar raskime funkcijos y = x? išvestinę bet kuriame taške x: 


Ap (+ Ax)“ - x? _ 2xyAx+ (Ax) 


k(Ax) = De, HÁZ. 
Ax Ax Ax 
i i cy A : 

Kadangi 2x, + Ax > 2x, kai Ax > O, tai =d > 2%, kai Ax —> O, t. y. 
funkcijos y = x* išvestinė bet kuriame taške x, lygi 2x,. Trumpai rašoma taip: 
(xY = 2x. 

Pratimai 


276. Sudarykite funkcijos y = x? — x reikšmių lentelę atkarpoje [0,5; 1,5], 
pasirinkdami x reikšmes kas 0,1, o paskui atkarpoje [0,95; 1,05] — kas 
0,01. Remdamiesi šiomis lentelėmis, nubraižykite funkcijos y = x? - x 
grafiką milimetriniame popieriuje. Nubraižykite tame pačiame brėžinyje 
funkcijos y = 2x — 1 grafiką. 

277. Raskite funkcijos y = 2x — 3 išvestinės reikšmę taške: 


a) 1; b) 3; c) a; d) xo. 
278. Raskite funkcijos y = x? — x išvestinės reikšmę taške: 
1 1 
a) zi b) 1; c) T9? d) xo. 


279. Įrodykite, kad tiesinės funkcijos y = kx + b išvestinės reikšmė bet kuriame 
taške x lygi tiesės, kuri yra šios funkcijos grafikas, krypties koeficientui. 
Kokia yra lygtis funkcijos y = kx + b grafiko liestinės, einančios per 
grafiko tašką, kurio abscisė x,? 

1 A 1 

280. Apskaičiuokite funkcijos y = 2 x? santykio 2 reikšmes taške x, = z’ 

E 1 1 1 i 1 

> EAR B M ON P 

281. Prie kokio skaičiaus artėja funkcijos y = 2 santykis A „kai Ax > 0, 
taške: 1 1 
a) x, = 1; b) x= 95 €) Xo ==y5 d) x, = x? 


kai Ax lygus 
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17. IŠVESTINĖS APIBRĖŽIMAS. IŠVESTINĖS SKAIČIAVIMO 
PAVYZDŽIAI 


Ankstesniajame skyrelyje susipažinote su išvestinės sąvoka ir radote 
funkcijos y = x? išvestinę. Pateikiame bendrą apibrėžimą. 
Apibrėžimas. Funkcijos f išvestine taške x, vadinamas skaičius, 
prie kurio artėja santykis 
Af _ f(x, + Ax)-f(x,) 
Ax Ax 
kai Ax artéja prie nulio. l 
Funkcijos f išvestinė taške x, žymima f'(x) (skaitoma: „ef brūkšnelis taške 
x“). Taigi pagal apibrėžimą 
f (æo + Ax) - Flo) 


Ax 


Funkcija, turinti išvestinę taške x, vadinama diferencijuojama tame taške. 
Pažymėkime D, aibę taškų, kuriuose funkcija f yra diferencijuojama. Priskir- 
dami kiekvienam skaičiui xe D, skaičių f'(x), aibėje D, apibrėžiame funkciją. Si 
funkcija vadinama funkcijos y = f(x) išvestine ir žymima f'(x) (arba tiesiog f“, y”). 

Funkcijos f išvestinės skaičiavimą vadiname diferencijavimu. 

Pagrindinį ankstesniojo skyrelio rezultatą dabar galima pasakyti taip: 

funkcija x? yra diferencijuojama bet kuriame taške x, o jos išvestinė lygi 


2x, t.y. (x2Y = 2x. 


Pateiksime kai kurių funkcijų išvestinių skaičiavimo pavyzdžių. 
1 pavyzdys. Raskime funkcijos y = kx + C išvestinę (k ir C — 
konstantos). 


> 


Pra 


A 
Pažymėkime x, bet kurį tašką. Raskime santykį R 2 


Ay _ (k(xo + Ax) +C)-(Rxo +C) kAx | 
Ax Ax NT 


k. 


A 
Vadinasi, 7 > k, kai Ax > O (žr. 14 skyrelio 4 pavyzdį), todėl y“ = k, kai 
x, — bet kuris taškas. Taigi 
(kx + CY = k. 
Iš šios formulės, tardami, kad k = 0, o paskui k = 1 ir C = 0, padarome 
tokias išvadas: 
1. Pastoviosios funkcijos išvestinė lygi nuliui: 


C = 0. 
2. Funkcijos y = x išvestinė lygi vienetui: 
= 1 


2 pavyzdys. Įrodykite, kad (xY = 3x?. 
Išreikškime funkcijos x* pokyčio bet kuriame taške x, ir atitinkamo pokyčio 
Ax santykį: 
Bog 2 2 3 
A Xo HAx) -x 3x Ax + 3x (Ax) + (Ax 
y (o ) Tnn okas) Ml = 3x2 +3xyAx + (Ax). 
Ax Ax Ax 
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Kai Ax > 0, dėmenys (Ax)? ir 3x,Ax taip pat artėja prie nulio. Todėl suma 
3x,Ax + (Ax)? artėja prie nulio, kai Ax > 0. Taigi 
Ay 2 : a 0d 
a T kai Ax > 0, t.y. (x ) = 347, 


3 pavyzdys. Įrodykime, kad B ES (x +0). 
; i x x 
Jeigu x, + 0, tai 


BA. TLS MAA 1 
Ax |xyg+Ax xy) Ax Ax-xo(xy+4x)  xp(x+Ax)' 
z À ; 1 
Jeigu Ax > 0, tai x + Ax > Xp PES Todėl - ———— 
A Xg xo (xy + Ax) 
1 
sarma ia 6 
Xo ` Xo Xo 1 , 
AA P a 2 TE N 1 
Vadinasi, 4 artėja prie ribos ——7, kai Ax > 0. Tai reiškia, kad E = 
1 Ax xo X 


z" 
Visuose pateiktuose pavyzdžiuose funkcijos turėjo išvestinę kiekviename 
apibrėžimo srities taške. Toliau matysime, kad daugianariai, kaip ir bet kurios 
racionaliosios funkcijos, yra diferencijuojami visuose savo apibrėžimo srities 
taškuose. Tačiau nereikia manyti, kad apskritai bet kuri funkcija turi išvestinę 
kiekviename vidiniame apibrėžimo srities taške. Pateiksime pavyzdį. 
4 pavyzdys. Raskime funkcijos f(x) = Ixl išvestinę: 


A)=|s]-) 


Panagrinėkime šios funkcijos grafiką (žr. 68 pav.). Su visais x > 0 iš tam 
tikros taško x, > 0 aplinkos funkcija Ixl lygi x, todėl Ixl išvestinė šiuose 
taškuose lygi x“, t. y. Ixl’ = 1, kai x teigiami. Kadangi lx! = —x, kai x < O, tai 
Ixl” = -1, kai x neigiami. 

Ankstesniajame skyrelyje sakėme, kad ši funkcija neturi išvestinės taške 0. 
Vadinasi, 


x, kai x20, 


-x, kai x< 0. 


1; kai x>0, 
la” =+<neegzistuoja, kai x=0, 
-1, kai x<0. 


"4 Įrodysime (prieštaros metodu), kad funkcija |x| neturi išvestinės taške 0. 


Tarkime, kad ši funkcija turi išvestinę taške 0, t. y. santykis artėja 


Af(0) 


teisinga bet kuriuo iš anksto pasirinktu tikslumu A, kai Ax palar kamai arti- 
mas nuliui. Kai A < 1, tie Ax tenkina nelygybę 
Af(0) 


ad A AS 
| Ax | 


prie kokios nors ribos A, kai Ax > 0. Tuomet apytikslė lygybė = A yra 
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Atskiru atveju, kai Ax > 0, 
I1-Al<1,t.y.-1<1-A< 1 arba 
0<A<2. (1) 


Jeigu Ax < 0, tai 
l-1- Al <1,t.y.-1<-1- A < 1 arba 
-2< Å <0. (2) 


(1) ir (2) nelygybė prieštarauja viena kitai. Vadinasi, prielaida, kad taške 0 
egzistuoja funkcijos |x!| išvestinė, yra neteisinga. 37 


Pratimai 


282. Remdamiesi išvestinės apibrėžimu, raskite funkcijos išvestinės reikšmes: 


a) h(x) = ax + b taškuose 2 ir 4; 


1 
b) fx) = = taškuose 1 ir 4. 


283. Raskite funkcijos f(x) = Vx išvestinės reikšmes: 
a) PC b) f'(4); e) FAS; d) f(x). 


1 
284*. Raskite funkcijos g(x) = E išvestinės reikšmes: 


a) g'(1); b) g(-1); c) g(2); d) g'(x). 


Remdamiesi apibrėžimu, raskite funkcijos išvestinę (285—286). 


1 
285. a) 3 — 2x; b) ga c) x? + 2x; d) 3 - 2x- x?. 
1 
286. a) ax? + bx + c; b) x; c) x? — x; d) =>, 
x 


287*.Irodykite, kad: 


1 , 
a) (xy = 4x?; b) (-3+] =-2x*; 
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90 
18. IŠVESTINIŲ SKAIČIAVIMO TAISYKLĖS 


Yra keletas išvestinių skaičiavimo taisyklių. 
1) Jeigu funkcijos u ir v diferencijuojamos taške x,, tai jų suma 


diferencijuojama tame taške ir 
(u + vy =w + v.* 


Paprastai sakoma: sumos išvestinė yra lygi išvestinių sumai. 

Iš pradžių apskaičiuokime funkcijų sumos pokytį nagrinėjamame taške x;: 
Alu + v) = (u(x + Ax) + v(x, + Ax)) — (ul(x,) + v(x) = 
= (u(x, + Ax) — ulx,)) + (U(x, + Ax) — v(x) = Au + Av. 


Vadinasi, 
A(u +v) _Au iš Av 
Ax Ax Ax 
Funkcijos u ir v diferencijuojamos taške x, todėl, kai Ax => 0, 
Au , Av > 
— >u, ~ >v. 
Ax Ax 


Alu+v 

Tuomet EA >u'+v”, kai Ax > O (žr. ribų skaičiavimo taisykles 14 skyre- 
lyje), t. y. (u + vY =w +v. 
L em a. Jei funkcija f diferencijuojama taške x, tai Af > 0, kai Ax > 0, 
t. y. fX + Ax) > f(x), kai Ax > 0. 

i A = EE 
Iš tikruju Af = = Ax > f(x) :0 = 0, kai Ax > 0, nes Ei (xo), O 
Ax > 0. Taigi Af — 0, kai Ax > 0, t. y. jei funkcija diferencijuojama, tai 


f(x, + Ax) > folxy), kai Ax > 0. 
2) Jeigu funkcijos u ir v diferencijuojamos taške x,, tai jų sandauga 


diferencijuojama šiame taške ir 
(uv) = uv + uv’ 


(funkcijų ir jų išvestinių reikšmės apskaičiuojamos taške x,). 


* Iš pradžių apskaičiuosime sandaugos pokytį: 
Aluv) = u(x, + Ax) v(x +Ax) — ulx u(x) = (ulxo) + 
+ Au) (v(x) + Av) — u(x,Ju(x,) = ulx u(x) + 
+ Auvlxs) + u(x) > Av + AuAv — ulx,)u (xp) = 
= Auvíx,) + u(x,)Av + AuAv. 


* Šiame skyrelyje funkcijų u ir v išvestinių reikšmes taske x, trumpumo dėlei žymime atitinkamai 


u'ir vu”. 
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Iš čia 
A(uv) Au Av Av 
— “= v(xg)+4U(x5)— + Au —. 
A) ufo) + du E 
Kadangi funkcijos u ir v yra diferencijuojamos taske x,, tai 
El añ Au > 0, 
Ax Ax 
kai Ax > 0. 
Todėl 
A(uv 
a > uv (xp) +u(x Jo” +0v = 


= U'v(x,) + u(x,yJu”, t. y. (uv) = UV + uv”. 
Tai ir reikėjo įrodyti. 7 


Išvada. Jeigu funkcija u(x) diferencijuojama taške x, o C — konstanta, 
tai funkcija Cu diferencijuojama šiame taške ir 


(Cuy = Cu“. 


Trumpai sakoma: pastovų dauginamąjį galima iškelti už išvestinės ženklo. 
Įrodydami remsimės 2 taisykle ir iš 17 skyrelio žinomu faktu: C” = 0. 


(Cuy = Cu + Cu'=0 -u+ Cu’ = Cu”. 
3) Jeigu funkcijos u ir v diferencijuojamos taške x, ir funkcijos v 


reikšmė nelygi nuliui šiame taške, tai dalmuo a taip pat diferencijuo- 
; E ; v 
jamas taške x, ir 


(funkcijų ir jų išvestinių reikšmės apskaičiuojamos taške xo). 


*“ Iš pradžių išvesime formule 


1 
Tam tikslui rasime funkcijos a pokytį: 


"e ï i _v(xp)-v(xy + Ax) = At 


U 


xo +Ax) v(xo)  v(xo (xo + Ax) v(xo(v(xo)+ Av) 
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į „Av P ; ; E 2 
Jei Ax > 0, tai — — v (kadangi v diferencijuojama taške x,) Av => 0 


(pagal šio skyrelio lemą). Todėl 


a) + "4 £ , 

AT E y (=) B S 
Ax v:U a 

čia dešinėse lygybių pusėse trumpumo dėlei rašome v(x) = v. 


Dabar, remdamiesi funkcijų sandaugos išvestinės skaičiavimo taisykle, ran- 
dame dalmens išvestinę: 


(2) =(u a] nė iru) E 12 -v _u'v-uv 
v v v v 7 y? y? + 

1 pavyzdys. Taikydami įrodytas taisykles bei 17 skyrelio formules, 
apskaičiuosime išvestines funkcijų: 


ik 

a) x*--=; b) 
x 

Sprendimas 


H oraw Aay 1 1 
a) (2-3) =(x°) -(+) 25 -5)-20+ 3; 


» | A ios) aaa +2) e +1 


(x° +1) (+ +1) 


x*+1 


a 2alx“ +1)-a*(3u +0) _2x*+2x-3x*  2x-x' 


(x° +1) (Pri (641) 


Laipsninės funkcijos x", kai n — bet kuris natūralusis skaičius, didesnis už 
1, išvestinės skaičiavimo formulė yra tokia: 


(7) = nai (1) 
Funkcijos x? išvestinės formulė jau žinoma: 
(1) = 2%: 
Remdamiesi sandaugos diferencijavimo formule, gauname: 
Ureta ebro ars Le ae, 


(ty = (x +0 = (EY < x + aa = 32 > x + x3- 1=4x? 
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Dabar pastebime, kad 

y = 25 y = 3149) = 417", t. y 
kai n = 2, 3 ir 4, (1) formulė teisinga. Analogiškai skaičiuodami toliau, įsiti- 
kiname, kad (1) formulė yra teisinga, kai n = 5, 6 ir t. t. 

%7 Įrodysime, kad (1) formulė yra teisinga, kai n — bet kuris natūralusis 
skaičius, didesnis už 4. 

Tarkime, kad (1) formulė teisinga, kai n = k, t. y. kad 

(AER 
Įrodysime, kad tuomet (1) formulė teisinga, kai n = k + 1. Iš tikrųjų 
GY = (xt + xV = (Ya + Ma = hal x + xt = 
= kx* + x = (k + 1)x*. 

Kadangi (1) formulė teisinga, kai n = 4, tai ji teisinga ir kai n = 5, be to, 
tuomet ji teisinga ir kai n = 6, taigi ir kai n = 7 ir t. t. iki bet kurio natūralio- 
jo n (griežtas įrodymas remiasi matematinės indukcijos metodu — žr. 678 pra- 
tima). y 

Jeigu n = 1 arba n = O, tai su visais x = 0 ši formulė irgi teisinga. Iš tikrųjų 
iš (1) formulės, kai x = 0, 

(45 =1 5-1 0, 
(49) =0 XV 0 
Tai sutampa su funkcijų x ir 1 išvestinių reikšmėmis, jau žinomomis iš anks- 
tesniojo skyrelio. 
Pagaliau tarkime, kad n — sveikasis neigiamas skaičius, tuomet n = —m, 


o m — natūralusis skaičius. Taikydami dalmens diferencijavimo taisyklę ir 
remdamiesi jau įrodyta natūraliesiems skaičiams m (1) formule, kai x = 0, 


gausime: 
, m T 
SE le a EN 
2 z m Ss 22 2m m+1 
A 
| E -mx ml = nx”! 
Vadinasi, 
jeigu n — bet kuris sveikasis skaičius, o x — bet kuris realusis 


skaičius (x + 0, kai n < 1), tai 
(xy = nx”, 


2 pavyzdys. Apskaičiuosime funkcijų išvestines: 


a) x5; b) 3x7 — 2 
X“. 

Sprendimas 

a) (xY = —5x 1 = =y": 


b) (3 - 5) =3(x7) -5(x*] =3-7-15 -5(3)0* =210%+ Ë. 
x 


s A 
xt 
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288. 


289. 


290. 


291. 


292. 


293. 


294. 


295. 


296. 


297. 


298. 
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Pratimai 


Apskaičiuokite funkcijos išvestinę (288—295). 


ajax: b) 2x7; Cc) x"; d) 3x. 
1 5 1 6 
a) mE b) eE c) pei d) Pi 
a) 8Vx; b) 3Vx“; d "8 
2Jx Vx 
a) x" — 3x? - x + 5; b) 2x0- 2 + 3x7; 
1 1 
c) 2x — —; d) -z - 3x*. 
x x 
a) 7x5 +2Jx; b) z Le; 
i 3 2,2 
1 E 2 3 
or = ia, 0 iNi 
xvx x x 
1+2x 3x-2 3x-2 1-7x 
„ET Y Ee) o e As 
x-1. Jx 
a) (x+1)Vx; b) (2x-1N/x; O) => Tr 
2x Jx A 2 E 
a A. MB 


ar [2-3+V33)1-2) 


Apskaičiuokite funkcijos f išvestinės reikšmes nurodytuose taškuose 
(296—297). 


f(x) = x? — 3x taškuose: 
a) 0; b) -1; 6) X: d) x + 1. 


3-xX O 
f(x)= AA taškuose: 
a) 0; b) -3; c) x; d) 2t. 


Raskite funkcijos f(x)=x- 4Jx išvestinių reikšmes: 


a) f(4); b) £(0,01); ©) f(x); d) f(2 - x). 
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19. SUDĖTINĖS FUNKCIJOS ISVESTINÉ 


1. Iš pradžių pateiksime pavyzdį. 
1 pavyzdys. Sakykime, reikia apskaičiuoti formule 


z=h(x)=V1-x* 


išreikštos funkcijos A reikšmę z, atitinkančią nurodytąją x reikšmę. Norėdami 
tai atlikti, iš pradžių randame nurodytąjį x atitinkančią funkcijos 


y = f(x) =1- x 


reikšmę, o paskui apskaičiuojame 
2 = gl) Jy a 


Vadinasi, taškas x funkcija f yra atvaizduojamas į y, o taškas y funkcija g 
atvaizduojamas į z. Sakoma, kad funkcija h yra sudėtinė funkcija, sudaryta iš 
funkcijų g ir f, ir rašoma 

h(x) = g(fx)). 


Norint apskaičiuoti sudėtinės funkcijos h(x) = g(f(x)) reikšmę taške x, pir- 
miausia apskaičiuojama „vidinės“ funkcijos f reikšmė tame taške, o paskui — 
reikšmė g(y). 

Kokia sudėtinės funkcijos g(fx)) apibrėžimo sritis? Ją sudaro tie funkci- 
jos f apibrėžimo srities taškai x, kuriuos atitinkančios reikšmės Ax) priklauso 
funkcijos g apibrėžimo sričiai. 

Nagrinėtojo pavyzdžio funkcijos f apibrėžimo sritis yra visa skaičių tiesė. 
Reikšmė h(x) yra apibrėžta, kai reikšmė Ax) priklauso funkcijos gly) = Jy api- 


brėžimo sričiai. Todėl turi būti teisinga nelygybė y > 0, arba 1 - x? 2 0. Vadinasi, 
funkcijos g(f(x)) apibrėžimo sritis — atkarpa [-1; 1]. 


2. Ankstesniuose skyreliuose išmokote skaičiuoti racionaliųjų funkcijų, tai- 
gi ir daugianarių, išvestines. Tačiau, skaičiuodami funkcijos Ax) = (2x + 3)100 
išvestinę pagal daugianario išvestinės formulę, patirtume skaičiavimo sunku- 
mu: reikėtų (2x + 3)'% išreikšti daugianariu ir išdiferencijuoti gautosios sumos 
101 dėmenį. Sio ir daugelio kitų uždavinių sprendimą galima labai sutrum- 
pinti išvedus sudėtinės funkcijos išvestinės skaičiavimo taisyklę. 

Jei funkcija f turi išvestinę taške x o funkcija g turi išvestinę taške y, = 
= f(x), tai sudėtinė funkcija h(x) = g(f(x)) irgi turi išvestinę taške x, ir yra 
teisinga lygybė 

ho) = g EED * f (to). (1) 


“$ Norint išvesti (1) formulę, reikia (kaip ir anksčiau) tarti, kad Ax x 0, 


Ah Ah 
sudaryti trupmeną ne ir įsitikinti, kad red E (Yo) f'(x), kai Ax — 0. Pa- 
žymėkime Ay = f(x, + Ax) —flx,) = Af. Tada Ah = híx, + Ax) - h(x) = g(f(x, + 
+ Ax)) — g(f(x0)) = ely, + Ay) - 8(Yo) = Ag; be to, Ay > 0, kai Ax > 0, nes funkci- 
ja f — taške x, diferencijuojama funkcija. Toliau teiginį įrodinėsime tik funkci- 
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joms f, tenkinančioms tam tikroje taško x, aplinkoje nelygybę Af + 0. Tada 


Ah A 
k a i . 2 de : x > Eg Yo) * f(x), Kai Ax > 0, nes x > f'(x), kai 


„Ag i L £ 
Ax — 0, ir ag > £ (yo), kai Ay > O (jei Ax > 0, tai Ay > O. Apie tai kalbėjome 


anksčiau). 


2 pavyzdys. Grįžkime prie anksčiau suformuluoto uždavinio ir 
apskaičiuokime funkcijos A(x) = (2x + 3)'% išvestinę. 


Funkciją A galima išreikšti sudėtine funkcija h(x) = g(f(x)), tarus, kad g(y) = 
= y™, y = fx) = 2x + 3. Kadangi f(x) = 2, g (y) = 100y“?, tai 


h'(x) = 2 + 100y% = 200 (2x + 3)”. 


3 pavyzdys. Raskime funkcijos h(x)= V3x? +1 išvestinę. 


Kadangi h(x) = g(f(x)), kai y = f(x) = 3x? + 1, g(y) = 17 be to, g'(y) = — ir 


y = f(x) = 6x, tai Ju 


n EE 3 
2 Jy 243x? +1 V3x2+1 


Pratimai 


Raskite funkcijos apibrėžimo sritį (299—300). 


299. a) y=V9-x*; b) y=yx? -0,25; 


c) y= 1 ; d y= a 


4-x? ak 
300. a) y=1/2- Vx; ss ba 
X 


V3=x-1' 1-/1-x 
4 
301. Tarkime, kad f(x) =2-— x — x, g(x) = Vx, p(x) = = 
Išreikškite formulėmis šias funkcijas: 
a) fex); b) sf); © flplx)); 
d) plf(x)); e) g(p(x)); D plg(x)). 


302. 299 ir 300 pratimo funkcijas išreikškite sudėtinėmis funkcijomis, su- 
darytomis iš paprastesnių funkcijų. 
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303. Raskite funkciją f, tenkinančią lygybę f(g(x) = x, kai: 


304. 


a) g(x) = x?, x 2 0; b) glx) = Vx; c) g(x) = Z, 

d) g(x) = 2x; e) g(x) = 3x + 2; De(o)=x +1, x<0. 
Raskite funkcijos išvestinę (304—307). 

a) (2x — 7); b) (3 + 5x)"; <) (T= D; d) (1442). 


305. a) V2x+3; b) 5-2: 


c) V5x-8; d) JT 4x. 

306. a) V4x2—1; b) SAT 
c) V9xŽ -16; d) IT- 343. 

307. a) (5 — 2x)* — (3x + 7); b) (3x — 1)5 + (2x + 3); 
c) J6x-8 -vV4x? -3; d) J9+2x -/0,5x? - 2 


20. TRIGONOMETRINIŲ FUNKCIJŲ ISVESTINES 


1. Įrodysime, kad sinuso funkcija turi išvestinę kiekviename taške ir 
(sin xy = cos x. (1) 


+B. a-B 
2 


a 
Taikydami formule sin a — sin B = 2 cos , Sauname: 


Ax... Ax 
i i 2 2cos| x, + — [sin 
Asinx | sin(x, + Ax)-sinx, r 9 2 


Ax Ax Ax 


Norint išvesti (1) formulę, pakanka parodyti, kad: 


< AX 
sin — 


a) —>1, kai Ax — O; 
2 


Ax 
b) cos (+. +5) > cos Xo kai Ax > 0. 


7. 1046 
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Pritaikius šiuos teiginius, gaunama (1) formule. 
Iš tiesų 


At 
Asinx _ 7 2 cos] x 5) cose = 
Ax Ax 4 | 
2 


= cosxg, kai Ax — 0. 


+» Pateiktieji a) ir b) teiginiai turi vaizdžią 
geometrinę prasmę. 


a) Vienetiniame apskritime nuo taško P, į abi pu- 
Ax 
ses atidėkime E ilgio lankus P,A ir P¿B (69 pav.). Tada lanko AB ilgis lygus 


|l Axl, o stygos AB ilgis lygus 2sin = „Kai | Ax! mažas, stygos AB ilgis beveik 
| | x 
lygus jo galus jungiančio lanko AB ilgiui. (Sia apytiksle lygybe jau rėmėtės 


geometrijos kurse, išvesdami apskritimo ilgio formule. Iš tikruju, kai n dide- 

lis, yra teisinga apytikslė lygybė P, = C, jeigu P, — įbrėžtojo taisyklingojo 

n-kampio perimetras, o C — apskritimo ilgis. Vadinasi, tokio daugiakampio 

kraštinės ilgis apytiksliai lygus jos galus jungiančio lanko ilgiui.) Todėl 

sin xl sin 2% 

LH 2 >1, kai Ax 20. 

UAB Ax Ax 
žė 


AB 


b) Iš 69 paveikslo matyti, kad stygos AB ilgis mažesnis už lanko AB ilgį, 
t. y. 
. [Ax] ¡Ax 
2sin — < 2. —. 
2 2 
Remdamiesi kosinusų skirtumo formule ir šia nelygybe, gauname 
| Ax ELT A Ax | 
[COS| X; += |- COSx4 = -Žsin —sin| xy + — | < 
| 2 | | 4 4) 
Ax| Ax 
p 


<2sin — < 
| 4 


Iš čia išplaukia, jog apytikslė lygybė cos xo + =) = c0S x; teisinga bet ku- 


, Ax , 
riuo nurodytu tikslumu A, kai | Ax! < 2h. Vadinasi, E + m) > cosx, kai 


Ax 20. “Y 
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Pavyzdys. Pagal sudėtinės funkcijos diferencijavimo taisyklę: 
(sin (ax + b) = a cos (ax + b). 


2. Apskaičiuosime kosinuso, tangento ir kotangento išvestines: 


(cos xy = -sin x, (2) 
(tg xy = E : (3) 
cos” x 
(ctg xY = E (4) 
sin“x 


(Kiekviena šių formulių yra teisinga bet kuriame atitinkamos funkcijos api- 
brėžimo srities taške.) 
; aT: e AN Ls 
(2) formulė išvedama remiantis lygybėmis cosx = sinf 5 - +) cos| Z - +) = 
=sinx ir sudėtinės funkcijos diferencijavimo taisykle: 


, 


(cosx) = (si - :)] = -cos( 5 2 +) = sin x. 


Išvesdami (3) ir (4) formulę, taikysime dalmens išvestinės ir jau žinomas 
sinuso bei kosinuso išvestinių formules: 


, sinx)  sin'xcosx—cos'xsinx  coscx+sin? x 1 
(tgx) = = 3 = 3 = 3 M 
cosx COS“ x COS“ X COS“ x 
, cosx) cos xsinx—sin'xcosx -sin? x- cos? x 1 
(ctgx) =| — = — = E, => 
sin x sin“ x sin“ x sin“ x 
Pratimai 
Apskaičiuokite funkcijos išvestinę (308—314). 
1 
308. a) = sinx; b) 4 cosx; c) sinx + cosx; d) tgx + ctgx. 
1 
309. a) sin 3x; b) sin (-2x); c) 5 sin 2x; d) 3 sin 3x. 
1 1 
310. a) cos 2x; b) cos (-3x); c) gi cos 4x; d) 3 cos [-3=). 
1 
311. a) tg 2x; b) tg (-3x); č) 3 tg a d) zo tg 2x: 
312. a) ctg 5x; b) —ctg (-2x); c) 4 ctg > d) -7 ctg = 


313. a) sin[35+=); b) sin [5-1], 


c) cos| 32-2); d) cos E +x). 
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314. a) sin[25+2); b) cos[ 2-1); 
3 2 
c) t (3x — 7); d) ct B 
g ; g 2 6) 
315. Raskite, kuriuose taškuose funkcijos išvestinė lygi nuliui: 
1 
a) f(x) = 2 sin x- x; b) g(x) = cos x + 9% 
c) f(x) = sin x + cos x; d) g(x) = tg x - Ax. 


Apskaičiuokite funkcijos išvestinę (316—317). 
316. a) x sin x; b) x? cos x; c) sin? x; 
d) te? x; e) sin?x + cos? x; f) tg x + ctg x. 
317. a) cos 2x sin x + sin 2x cos x; b) sin 2t cos t — sin t cos 2t; 
c) cos 31 cos 2t + sin 3t sin 2t; d) cos t cos 2t — sin t sin 2t. 


$ 6.IŠVESTINĖS TAIKYMAS APYTIKSLIAM SKAIČIAVIMUI, 
GEOMETRIJOJE IR FIZIKOJE 


21. INTERVALU METODAS 


1. 14 skyrelyje buvo nurodyta, kad funkcijos f reikšmę taške a kartais 
reikia nustatyti žinant f reikšmę taške x, esančiame arti a. Tokia situacija 
paprastai pasitaiko apytiksliai skaičiuojant. 

Tačiau yra funkcijų, kurių reikšmės taškui x, artimame taške x labai ski- 
riasi nuo f(x,). Tuo įsitikiname išnagrinėję funkcijos Ax) = {x} ((x) — skaičiaus 
x trupmeninė dalis; {x} grafikas pavaizduotas 70 pav.) reikšmes taškuose, ar- 
timuose taškui x, = n (n — natūralusis skaičius). Pavyzdžiui, taške x, = 2 yra 
teisinga lygybė 

f2) = (2) = 0. 


Tačiau iš šios funkcijos reikšmių taškuose, artimuose x, = 2, negalima ap- 
skaičiuoti funkcijos f reikšmės /(2), sakykime, 0,5 tikslumu: kai pokyčio Ax 
reikšmės neigiamos ir mažai skiriasi nuo nulio, {x} mažai tesiskiria nuo 1, ir 

todėl absoliučioji paklaida |(x| — (2)| yra didesnė uz 0,5. 
Šis pavyzdys rodo, kad lygybė f(x) = f(a) 
y gali būti labai netiksli, nors x ir mažai te- 

siskirtų nuo a. 

Jei visi x, esantys pakankamai arti taš- 
0 1 x ko a tenkina bet kokio iš anksto nurodyto 
70 pav. tikslumo lygybę f(x) = f(a), tai sakoma, kad 
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f) 


71 pav. 72 pav. 73 pav. 


funkcija f yra tolydi taške a. Kitaip sakant, funkcija f yra tolydi taške a, kai 
mažus argumento pokyčius tame taške atitinka maži funkcijos pokyčiai. Tą 
galima pasakyti dar ir šitaip: funkcija f yra tolydi taške a, kai iš Ax > 0 
išplaukia Af — 0, arba 

f(x)> f(a), kai x > a. (1) 

Jei funkcija f tolydi kiekviename intervalo I taške, tai ji vadinama tolydžia 
tame intervale (pats intervalas I vadinamas funkcijos f tolydumo intervalu). 
Einant tame intervale nuo vieno taško prie jam artimo taško, funkcijos reikšmė 
mažai tepakinta, o funkcijos f grafikas tame intervale yra nenutrūkstanti 
kreivė, kurią galima* „nubrėžti neatitraukiant pieštuko nuo popieriaus“. 

18 skyrelyje buvo parodyta, jog taške a diferencijuojama funkcija yra tolydi 
tame taške. Visos racionaliosios ir trigonometrinės funkcijos yra diferenci- 
juojamos kiekviename atitinkamos apibrėžimo srities taške. Vadinasi, tos funk- 
cijos yra tolydžios minėtuose taškuose, todėl apytikslė lygybė f(x) = f(a) tei- 
singa bet kuriuo tikslumu, kai x yra pakankamai arti prie a. 

Pavyzdžiui, iš to, kad funkcija f(x) = x? diferencijuojama visoje tiesėje, o 


funkcija f(x) = E intervaluose (—æ; 0) ir (0; œ), išplaukia, jog šios funkcijos 


yra tolydžios atitinkamuose intervaluose (71, 72 pav.). 

Pastaba. Atvirkštinis teiginys neteisingas. Funkcija |x| yra tolydi 
taške 0, bet nediferencijuojama tame taške. Jos tolydumas taške 0 akivaizdus: 
Alxl < A su kiekvienu A > 0, kai Ixl < A. 17 skyrelyje buvo įrodyta, jog 
funkcija |x| nediferencijuojama taške 0. 

2. Dažnai patogu taikyti šią tolydžiųjų funkcijų savybę. 

Jei funkcija f intervale (a; b) yra tolydi ir neįgyja reikšmės, lygios nuliui, 
tai ji tame intervale nekeičia ženklo. 

Iš tikrųjų, tarkime, jog yra tokie intervalo (a; b) taškai x, ir x,, kad 


f(x) < 0, o f(x) > 0. 

Tada nenutrūkstanti kreivė, jungianti tiese y = 0 atskirtus taškus A(x,; 
fœ) ir Blx;; f(x;)), kerta tą tiesę kuriame nors nagrinėjamo intervalo taške 
x; (73 pav.)**, t. y. f(x) = O. Si lygybė prieštarauja prielaidai: nė viena funkci- 
jos f reikšmė intervale (a; b) nelygi nuliui. 


* Tai galima atlikti bent su tolydžiosiomis funkcijomis, nagrinėjamomis mokykliniame kurse. 
** Iš tiesų, laikydami intervalą (a; b) upe, o A ir B — tos upės priešingų krantų taškais, 
įsitikiname, kad turistas, norėdamas patekti iš A į B, turės kur nors perplaukti upę. 
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= = Minėtąja savybe (ji griežtai įrodoma ma- 
tematinės analizės kurse) yra pagrįstas 
nelygybių su vienu kintamuoju sprendimo 
metodas, vadinamas intervalų metodu. Api- 
būdiname tą metodą. 

Tarkime, kad intervale I yra tik baigtinis skaičius taškų, kuriuose tolydžioji 
funkcija f įgyja reikšmę, lygią nuliui. Sie taškai intervalą I padalija į in- 
tervalus, kuriuose funkcija f nekeičia ženklo. Norint nustatyti tą ženklą, užten- 
ka iš kiekvieno intervalo parinkti po vieną tašką ir apskaičiuoti funkcijos 
reikšmes parinktuose taškuose. Patogu šį ženklą pažymėti koordinačių ašyje. 

Pavyzdys. Išspręskime nelygybę: 


74 pav. 


2 
x*-1 
————— > 0. 
x? -5x+6 (2) 
Funkcija 
F(x) EL 
x? -5x+6 


yra tolydi kiekviename jos apibrėžimo srities taške (tai — trupmeninė ra- 
cionalioji funkcija) ir „virsta nuliu“ taškuose —1 ir 1. Sios funkcijos apibrėžimo 
sritis yra visa skaičių tiesė, išskyrus vardiklio nulius, t. y. taškus 2 ir 3. Tie 
taškai bei taškai —1 ir 1 funkcijos f apibrėžimo sritį padalija į 5 intervalus 
(74 pav.). Paveiksle pažymėtas f ženklas kiekviename iš tų intervalų. (2) ne- 
lygybė yra negriežta, todėl taškai —1 ir 1 (funkcijos f nuliai) priklauso atitin- 
kamiems intervalams. Iš 74 paveikslo galima užrašyti atsakymą: nelygybės 
sprendinys — intervalų (-»; —1], [1; 2) ir (3; œ) sąjunga. 


Pratimai 


318. Nurodykite funkcijos tolydumo intervalus: 


a) x? — 2x; b) a a 
x“+1 
2 3 
a EE > sa d d 
x“ -8 x“ +2x 
Intervalų metodu išspręskite nelygybes (319—321). 
319. a) (x — 1) (x — 2) (x — 3) < 0; b) (x + 1) (x — 4) (x +8) 2 0; 


(+2) 4), (+-3)/x+1) 


th ¿st | a a Â, 
(++3)4 721) > (++3)(<—4) 
320. a) x? — 5x + 4 2 0; b) x? — 3x — 4 < 0; 
c) x* — 10x? + 9 < 0; d) xt — 5x? — 6 > 0. 
-3)?(x+4) (x-7 
321%a) (42 - iea y Heard | js 


(x-2) (x+1) 


a E d) Vx? -4(x-3)<0. 
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22. FUNKCIJOS GRAFIKO LIESTINĖ 


1. Grafiko liestinės sąvoka jums jau žinoma (16 skyr.). Šią sąvoką 

tiksliai apibrėšime. 

Taške x, diferencijuojamos funkcijos f grafiko liestine tame taške vadinama 
per tašką (xo, f(x) einanti tiesė, kurios krypties koeficientas lygus f'(xą). 

Kaip ir parabolės atveju, taške x, diferencijuojamos funkcijos f grafikas 
mažoje taško x, aplinkoje praktiškai sutampa su liestinės atkarpa. Tikrai iš 
išvestinės f'(x) egzistavimo išplaukia, kad 

AP pr 

Ar EN f (xo ) 
kai pokyčiai Ax maži, t. y. kirstinés, nubrėžtos per taškus (xo; f(x4)) ir (x, + Ax; 
Rx, + Ax)), krypties koeficientas = apytiksliai lygus liestinės krypties koefi- 


cientui (75 pav.). Vadinasi, taškai (x; fAx)) yra labai arti liestinės, kai lAxl pa- 
kankamai mažas. 

Iš sąlygos e > f'(x), kai Ax — 0, galima geometriškai apibrėžti liestine. 
Ir liestinė l, ir kiekviena iš kirstinių eina per grafiko tašką A(x,; flx,)). Norint 
vienareikšmiškai nurodyti tiesę, einančią per tašką A, pakanka nurodyti jos 


krypties koeficientą. Kai Ax > 0, kirstinės krypties koeficientas ay artėja prie 


liestinės krypties koeficiento f'(x). Todėl sakoma, kad liestinė yra ribinė kirs- 
tinés padėtis, kai Ax > 0. 

Iš geometrinio liestinės apibrėžimo išplaukia, kad funkcija f turi išvestinę 
taške x, tada ir tik tada, kai per f grafiko tašką (x,; f(x,)) galima nubrėžti 
pasvirąją liestinę. Tos liestinės krypties koeficientas lygus f'(x,). Siuo teiginiu 
nusakoma geometrinė išvestinės prasmė. 

Duotas diferencijuojamos funkcijos grafikas. Norint per funkcijos f grafiko 
tašką A(x; f(x,)) nubrėžti liestinę, reikia tol sukti liniuotę apie tašką A, kol 
grafikas labiausiai pritaps prie liniuotės krašto. Fiksavę tokią liniuotės padėtį, 
brėžiame liestinę. 

Apytiksliai nubrėžkime funkcijos f grafiko liestines taškuose, kurių abscisés 
yra x,, Xə, X, (76 pav.), ir pažymėkime kampus, kuriuos sudaro tos liestinės su 
abscisių ašimi. Pagal liestinės apibrėžimą funkcijos f išvestinė taške x, lygi 
liestinės ir abscisių ašies sudaromo kampo tangentui. Matome, jog kampas a, 
yra smailus, kampas a, — bukas, o tiesė / lygiagreti su Ox ašimi, t. y. liestinės I 
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ir abscisių ašies sudaromas kampas lygus 0. Smailiojo 
kampo tangentas teigiamas, o bukojo — neigiamas, todėl 


f (a) > 0, f(x) = 0, f (3) < 0. 


y=sinx 


Nubrėžę liestines per kai kuriuos taškus, galime 
77 pav. tiksliau braižyti funkcijų grafikų eskizus. Pavyzdžiui, 


T 
norėdami nubraižyti sinuso grafiką, apskaičiuojame, kad taškuose 0, = ir n 
sinuso išvestinė atitinkamai lygi 1, 0 ir —1. Po to per taškus (0; 0), E 1) ir 
(n; 0) brėžiame tieses, kurių krypties koeficientai atitinkamai lygūs 1, 0 ir —1 
(77 pav.). Tuomet į trapecija, sudarytą iš tų tiesių ir Ox ašies, įbrėžiame sinuso 
grafiką taip, kad taškuose, kurių x lygus 0, = ir m, jis liestų atitinkamas tieses. 

Pabrėšime, kad gana didelėje nulio aplinkoje sinuso grafikas praktiškai su- 
tampa su tiese y = x. Pavyzdžiui, tarkime, kad ašių mastelių vienetas yra 1 cm 
ilgio atkarpa. Kadangi sin 0,5 = 0,479425, tai Isin 0,5 - 0,51 = 0,02. Matuojant 
pasirinktu masteliu, 0,02 atitinka 0,2 mm ilgio atkarpa. Todėl funkcijos y = sin x 
grafikas intervale (-0,5; 0,5) nukryps nuo tiesės y = x (vertikaliąja kryptimi) ne 
daugiau kaip 0,2 mm. Tai apytiksliai atitinka brėžiamos linijos storį. 


2. Tiesė liečia funkcijos f grafiką taške A(x,; f(x,)). Išvesime tos liestinės lygtį. 
Kadangi tos tiesės krypties koeficientas k = f'(x), tai jos lygtis yra 


y=f(x): x + b. 
Skaičių b sužinome iš sąlygos, kad liestinė eina per tašką A: 
fix) = Feo) * xo + b 
Iš čia b = f(x.) - f(x4) * xo Todėl liestinės lygtis bus šitokia: 
y = Fa) x— fl) Xo + foo), 


y = fx) + f (xo) (X — xo). (1) 
1 pavyzdys. Tiesė liečia funkcijos f(x) = xë - 2x? + 1 grafiką taške, 
kurio abscisė lygi 2. Parašykime tos tiesės lygtį. 

Siame pavyzdyje x = 2, f(x,)=f(2)=23-2 -22+11=1, f(x) = 3x? - 4x, f'(x) = 
=f(2)=3-22-4-2= 4. Įrašę tuos skaičius į (1) formulę, gauname liestinės lygtį: 
y=1+4(x- 2) arba y = 4x - 7. 

2 pavyzdys. Tiesė liečia parabole y = x? taške, kurio abscisé xo. 
Parašykime tos tiesės lygtį. 
Pagal sąlygą 


arba 


y = Y Oo) = Zaa: 
Įrašę tas reikšmes į liestinės (1) lygtį, gausime: 
y = xo + 2xp(x — Xp), t. y. y = A — xg. 
Pavyzdžiui, kai x, = 1, liestinės lygtis yra y = 2x — 1. 
Raskime parabolės liestinės taške A (o x0) ir Ox ašies susikirtimo taško T 


koordinates (78 pav.). Jei (x,; 0) — taško T koordinatės, tai iš sąlygos, kad 
T yra liestinėje (ir todėl jo koordinatės tenkina liestinės lygtį), išplaukia 
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0 = RX - %. 
2 3 Xo 
Jei x, + 0, tai x, = a 


Iš pastarojo rezultato išplaukia paprasta tai- 
syklė parabolės liestinei per bet kurį jos tašką A 
(išskyrus viršūnę) nubrėžti: pakanka sujungti 
tašką A su atkarpos, kurios galai yra taškuose 0 
ir x,, viduriu T. Tiesė AT yra ieškomoji liestinė. 

3. Remiantis geometrine išvestinės prasme, 
galima vaizdžiai paaiškinti nemažai matema- 
tinės analizės faktų. Pateiksime pavyzdį. 

Sakykime, f — funkcija, diferencijuojama 78 pav. 
kiekviename kurio nors intervalo taške, a ir b— 
bet kokie to intervalo taškai. Per taškus Ala; f(a)) ir B(b; f(b)) nubrėžkime 
tiesę AB ir nagrinėkime su ja lygiagrečią tiesę l, neturinčią bendrų taškų su 
funkcijos f grafiku. Šią tiesę artinsime prie f grafiko, nekeisdami jos lygia- 
gretumo su tiese AB. Užfiksuokime tiesės padėtį l, tuo momentu, kai atsiras 
bendrų jos ir f grafiko taškų. Iš 79 paveikslo matyti, jog bet kuris tokių „pir- 
mųjų“ bendrų taškų yra tiesės I, ir funkcijos f grafiko lietimosi taškas. Šio 
taško abscisę pažymėkime c. Tada 


f(c) = tga, 
jei a — kampas tarp tiesės l, ir abscisių ašies. Kadangi !|| AB, tai kampas a 
lygus kirstinės AB posvyrio kampui, t. y. 
f(b)- f(a) 
c)= tg a = 2, 
f ( ) g b-a 
Įsitikinome, jog intervalui (a; b) priklauso toks taškas c, kad (80 pav.) 
ro- O10 
b-a 


Si formulė vadinama Lagranžo* formule. 


*Žozefas Luji Lagran žas (1736—1813) — prancūzų matematikas ir mechanikas. 
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Pratimai 


322. Tiesė liečia funkcijos f grafiką nurodytame taške. Raskite tos liestinės 
posvyrio kampo tangentą: 
a) f(x) = x, M(-3; 9); b) f(x) = x*?, M(-2; -8); 

2 


2 2 
E M d) fa) = -7 , MU; -2). 


c) f(x) = 


323. Kokiu kampu šios kreivės kerta Ox ašį kiekviename susikirtimo“ su ja 
taške (nurodykite to kampo tangenta): 


a) f(x) = x? - 3x + 2; b) f(x) = x3 - 3x? 
324. Kokiu kampu kerta Oy ašį kreivė: 


1 2 1 
== (x-1)"; b) y ==? 
a) y=5 (2-1) X 
325. Tiesė liečia funkcijos f grafiką taške, kurio abscisė nurodyta. Parašykite 
tos liestinės lygtį: 


a fesnr AS = a = a Dya 


Me e E A l d) y = Vx, x= 4. 


23. APYTIKSLIO SKAIČIAVIMO FORMULĖS 


Išspręskime šitokį uždavinį: reikia apskaičiuoti sin 1° artinį, nesinau- 
dojant nei lentelėmis, nei skaičiuokliu. 

Geometrijoje buvo apskaičiuotos 30%, 45°, 60° ir kai kurių kitų kampų 
sinusų reikšmės, remiantis stačiųjų trikampių savybėmis. Tačiau kampo sinuso 
skaičiavimo taisyklės, tinkančios 1* kampui, kol kas neturime. Tiesa, paste- 
bėjus, kad 1? kampas nedaug tesiskiria nuo nulio, ir pasirėmus sinuso toly- 
dumu (tai išplaukia iš 20 skyrelyje įrodyto teiginio, jog sinusas yra kiek- 
viename taške diferencijuojama funkcija), galima būtų sinuso artiniu laikyti 
sinuso reikšmę nulyje: 

sin 1° = sin 0° = 0. 


Iš lentelių gaunama šitokia apytikslė lygybė: 
sin 1? = 0,0174524. 


Vadinasi, iš sinuso tolydumo išplaukiantis artinys yra labai jau netikslus — 
jis skiriasi nuo tikslios reikšmės beveik 0,02. 

Nepalyginamai didesnį tikslumą gautume skaičiuodami pagal taške x, dife- 
rencijuojamos funkcijos f artinio bendrąją formulę. Norėdami išvesti tą for- 
mulę, prisiminsime, jog su mažai nuo nulio tesiskiriančiais Ax, funkcijos f(x) 


* Kampu tarp kreivių L, ir L, jų susikirtimo taške P vadinamas kampas tarp tų kreivių 
liestinių, nubrėžtų per tašką P. 
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grafikas trumpoje atkarpoje lx, — h; x, + h] mažai tesiskiria nuo grafiko f 
liestinės, nubrėžtos per tašką (x,; f(x,)). Todėl f(x) reikšmės minėtoje atkarpoje 
mažai tesiskiria nuo reikšmių tiesinės funkcijos, kurios grafikas yra ta liestinė. 
Liestinės lygtis žinoma: 


y = fæ) + FR) 2). 


Vadinasi, kai | Axl mažas, funkcijos f(x) reikšmes galima apytiksliai skai- 
čiuoti pagal formulę 
fæ) = flx) + f (x )Ax. (1) 


Jei taške x, reikšmės f(x,) ir f'(x) apskaičiuojamos nesunkiai, tai iš (1) 
formulės galima sužinoti f reikšmę taške x, pakankamai artimame taškui xo. 
Pavyzdžiui, anksčiau nagrinėtame uždavinyje natūralu laikyti x, = 0°, nes 0° 
ir 1° kampai mažai tesiskiria. Reikšmės f(x) ir f'(x,) yra žinomos: f(0*) = 0, 
f'(0*) = 1, nes f(x) = cos x. Išreiškę 1° radianais, randame: 1° = e 
= 0,0174533. Todėl iš (1) formulės gauname: 


T 
i o= + 1 der 
sin 1 0 18 0,0174533. 


Ši reikšmė skiriasi nuo anksčiau apskaičiuotos reikšmės mažiau nei 
0,000001, t. y. artinio sin 1* = 0,0174533 absoliučioji paklaida yra mažesnė už 
0,000001. 

Išveskime apytiksles formules 


V1+ Ax =1+ ar (2) 
ir 
(1 + Ax) = 1 + nAx (n — sveikasis skaičius). (3) 


Norėdami išvesti (2) formulę, funkcijai f(x) = Vx pritaikykime (1) apytiksle 


formulę, kurios x, = 1 ir x = x, + Ax = 1 + Ax. Tada f(x.) = V1 =1irf'(x) = 2 


i 24x 


Iš čia f(x) = fa)= — e Remiantis (1) formule, 
2/1 2 i 
f(x)= V1+ Ax =1+5 Ax. 


1 pavyzdys. Apskaičiuokime skaičių a) J1,06 ir b) /4,08 artinius. 
Pagal (2) formulę 


a) J1,06 = /1+0,06 =1+ - -0,06 = 1,03; 
b) /4,08 = 2,/1,02 = ai + 5 ; 002) = 2,02. 


Kad gautume (3) formulę, funkcijai f(x) = x" pritaikykime (1) apytikslę 
formulę, laikydami x, = 1 ir x = x, + Ax = 1 +Ax. Tada f(x) = 1" = 1 ir f (x) = 
= nx". Iš čia f(x) = (1) =n : 1"! = n. Pagal (1) formulę 


f(x) = 1 + Ax" = 1 + nAx. 
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2 pavyzdys. Apskaičiuokime skaičiaus (1,001)'% artinį. 
Skaičių 1,001 keldami 100-uoju laipsniu, turėtume ilgai skaičiuoti. Taikant 


(3) formulę, skaičiavimas labai sutrumpėja. Laikydami Ax = 0,001 ir n = 100, 
gauname: 


326. 


327. 


1,0011% = (1 + 0,001)'% = 1 + 100 - 0,001 = 1,10. 
Skaičiuokliu apskaičiuotas skaičiaus 1,001!” artinys lygus 1,10512. 


3 pavyzdys. Apskaičiuokime skaičiaus n artinį. 
0,997 
Taikome (3) formulę, kurios n = —30: ( ) 
1 
—> = (1 - 0,003)™ = 1 + (-30) (-0,003) = 1 + 0,09 = 1,09. 
(0,997) 


Pratimai 


Taikydami (1) formule, apskaičiuokite šių skaičių artinius: 
a) sin 0,02; b) tg 0,02; e) sin(%-004); d) cos (£+002). 


Taikydami (2) formule, apskaiciuokite artinius: 


a) /1004; b) /0,994; c) V26; d) /15,84. 


328. Taikydami (3) formule, apskaiciuokite artinius: 
a) 1,0021; b) 0,9982; c) 1,0003200; d) 2,997*, 
Raskite artinius (329—331). 
1 1 1 1 
329. a) (00399 b) (099879 c) 09994 a 
330. a) sin 31°; b) sin 29“; c) cos 61”; d) cos 59“. 
331. a) tg 31"; c) tg 29“; c) tg 44; d) tg 46“. 


24. IŠVESTINĖ FIZIKOJE IR TECHNIKOJE 


1. Prisiminkime, kaip judėjimo greitis buvo apibrėžtas fizikos kurse. 


Nagrinėsime paprasčiausią atvejį, kai materialus taškas juda koordinačių tiese 
pagal nurodytą judėjimo dėsnį, t. y. kai to taško koordinatė x yra laiko t 
funkcija x(t). Per laiko tarpą nuo t, iki t, + At taško poslinkis lygus x(t, + At) — 
— x(t) = Ax, o jo vidutinis greitis yra 


Uva (At)= =. (1) 


Kai At < 0, (1) formulė irgi teisinga: poslinkis lygus x(t;) — x(t, + At) = —Ax, 


o la 


iko tarpo trukmė lygi —At. 
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Paprastai judančio taško vidutinis greitis per mažą laiko tarpą At prak- 
tiškai nekinta, t. y. su dideliu tikslumu judėjimą galima laikyti tolygiu (žr. 14 
skyrelio 3 pavyzdį). Kitaip sakant, vidutinio greičio reikšmė, kai At > 0, artėja 
prie visiškai apibrėžtos reikšmės, kuri ir vadinama to taško momentiniu greičiu 
v(t,) laiko momentu t. Taigi 


Ua (At)= = > v(t), kai At 0. 
Pagal išvestinės apibrėžimą 
= > x (to), kai At — 0. 


Todėl sakoma, kad kiekviena diferencijuojama funkcija x(t) (ir tik tokia) turi 
momentinį greitį v(t), be to, 
v(t) = x (t). (2) 

Trumpai sakoma: greitis yra koordinatės išvestinė laiko atžvilgiu. Tai ir 
yra mechaninė išvestinės prasmė. 

Momentinis greitis gali būti teigiamas, neigiamas ir lygus 0. Jei greitis 
kuriuo nors laiko tarpu (t,; t,) teigiamas, tai taškas juda teigiamąja kryptimi, 
t. y. jo koordinatė x(t), laikui bėgant, didėja, o jei v(t) neigiamas, tai koordinatė 
x(t) mažėja. 

“> Sudėtingesnė situacija, kai taškas juda plokštuma arba erdvėje. Tada 
jo greitis yra vektorinis dydis; kiekviena vektoriaus v(t) koordinatė išreiškiama 
(2) formule. “y” 

Judėjimo pagreitis apibrėžiamas analogiškai. Taško judėjimo greitis v yra 
laiko t funkcija, t.y. v = v(t), o tos funkcijos išvestinė vadinama judėjimo pa- 
greičiu a: 

a = vt). 

Trumpai sakoma: pagreitis yra greičio išvestinė laiko atžvilgiu. 

1 pavyzdys. Išnagrinėkime materialaus taško kritimą. Jei koordinačių 
tiesė nukreipta vertikaliai žemyn, o materialaus taško pradinė padėtis su- 
tampa su 0, tai, kaip žinome iš fizikos, 

gt 
x(t) a 
Todėl taško kritimo greitis momentu t lygus 


2 , 
"E 


o jo pagreitis 
a = (gt! =g 


yra pastovus dydis. 
Išnagrinėkime bendresnį atvejį. 
2 pavyzdys. Sakykime, tiese judančio taško koordinatės ir laiko 
priklausomybė išreiškiama formule 
;2 
x(t)= T +Uot + Xo 


(a + 0, vo ir x, — konstantos). Raskime judėjimo greitį ir pagreitį. 


110 ISVESTINÉ IR JOS TAIKYMAS 


Sprendimas. Apskaičiuojame šio judėjimo greitį: 


p 
L) =2-1+09 =at+Ug. 


Kadangi žinome greitį, kuris yra laiko funkcija, tai galime apskaičiuoti to 
judėjimo pagreitį: 
v(t) = (at + uv, = a. 

Matome, kad judėjimo pagal kvadratinį dėsnį pagreitis yra pastovus ir 
lygus a. Kai a > 0, judėjimas yra tolygiai greitėjantis, o jei a < 0, tai — tolygiai 
lėtėjantis. Taip pat pabrėšime, kad v = v(0), o x, = x(0). 

III skyriuje įrodysime teiginį: jei tiese judančio taško pagreitis a pastovus, 
tai tas taškas juda pagal kvadratinį dėsnį, t. y. 


(1 )-5P +Uot+ xo 


(vo — taško pradinis greitis, o x, — pradinė koordinatė). 

2. Tarkime, kad y = f(x) — bet kuri diferencijuojama funkcija. Tada galima 
nagrinėti materialaus taško judėjimą tiese pagal dėsnį x = f(t). Diferencialinio 
skaičiavimo teoremas vaizdžiai interpretuoja išvestinės mechaninė prasmė. 

3 pavyzdys. Sakykime, fir g — dvi diferencijuojamos funkcijos. 
Aptarsime šitokį (reliatyvųjį) judėjimą tiese. Turime su traukiniu susietą ju- 
dančią koordinačių sistemą, kurios pradžia (mašinisto kabina) juda nejudan- 
čios koordinačių sistemos (stoties) atžvilgiu pagal dėsnį x,(t) = f(t). Judančioje 
koordinačių sistemoje (traukinyje) materialus taškas juda pagal dėsnį x,(t) = 
= g(t). Tada to taško koordinatė x nejudančios koordinačių sistemos atžvilgiu 
lygi x = x, + x,, o jo greitis lygus v(t) = x(t). Kita vertus, pagal greičių sudėties 
taisyklę 

v(t) = v(t) + v(t) = x (E) + xt). 


Taigi, remdamiesi mechanine išvestinės prasme, išvedėme žinomą formulę: 
V+gY-P+g 
4 pavyzdys. Sakykime, materialus taškas juda koordinačių tiese pagal 
dėsnį 
x = ft). 
Tada jo vidutinis greitis atkarpoje a < t < b lygus 
_f(b)-f(a) 


vi Lia 
Atkarpos [a; b] taškuose momentinis greitis v(t) negali būti visą laiką ma- 
žesnis (didesnis) už vidutinį greitį. Vadinasi, tam tikru momentu t,e la; b] mo- 
mentinis greitis bus lygus vidutiniam greičiui, t. y. bus toks t,ela; b], kad 


v(to)=f'(to)= na, 


Taip Lagranžo formulę galima paaiškinti mechaniškai. 


(3) 
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Remiantis fizikinius reiškinius apibūdinančių funk- 
cijų išvestinėmis, apibrėžiami ir kiti fizikiniai dydžiai. 
Pavyzdžiui, pagal apibrėžimą galia yra darbo išvestinė 
laiko atžvilgiu. Išnagrinėkime dar vieną pavyzdį. 

5 pavyzdys. Tarkime, kad nevienalyčio strypo 
dalies, kurios ilgis /, masė lygi m(1) (atstumas l skai- 
čiuojamas nuo strypo fiksuoto galo). Nors strypas ir 
nevienalytis, natūralu laikyti, kad jo trumpo gaba- 
liuko (nuo Z iki 1 + Al) tankis yra pastovus ir kad ga- 
baliuko tankis kinta tuo mažiau, kuo mažesnis yra Al. P 
Todėl strypo tankio pasiskirstymas l atžvilgiu apibú- 
dinamas ilginiu tankiu d(l) = ml). 

Su kitais išvestinių pritaikymo pavyzdžiais fizikoje ir mechanikoje jūs susi- 
pažinsite spręsdami uždavinius. 

3 6 pavyzdys. Išvesime parabolės savybę, pritaikomą optikoje ir 
technikoje. 

Paviršius, gautas sukant parabolę y = ax? apie Oy ašį, vadinamas sukimosi 
paraboloidu. Įsivaizduokime, kad vidinis to paraboloido paviršius yra veid- 
rodis, kurį apšviečia šviesos spindulių pluoštas, lygiagretus su Oy ašimi. 

Kirskime veidrodį plokštuma a, einančia per Oy ašį. Gautasis pjūvis yra 
parabolė y = x? (kai Ox ašis yra pjūvio plokštumoje ir a = 1). Remiantis optikos 
dėsniais, atsispindėjęs šviesos spindulys liks plokštumoje a ir su parabolės 
liestine sudarys tokį pat kampą, kaip ir krintantis spindulys MA (81 pav.). 

Įrodysime, kad visi su Oy ašimi lygiagretūs spinduliai susikirs atsispindėję 
viename Oy ašies taške. 

Raide F pažymėkime bet kurio atsispindėjusio spindulio ir Oy ašies susi- 
kirtimo tašką. Tarkime, kad tiesė AT — parabolės liestinė taške A. Iš šviesos 
atspindžio dėsnių (žr. 81 pav.) išplaukia, jog TAM = ZFAP. Kadangi spindulys 
MA lygiagretus su Oy ašimi, tai FPA = ZTAM (kaip kampai su atitinkamai 
lygiagreciomis kraštinėmis). Vadinasi, 4FPA = ZFAP. Todėl trikampis FPA ly- 


giašonis ir FA = FP. Kadangi A(x); yo) yra parabolės taškas, tai y; =x2. Iš 


81 pav. 


liestinés AT lygties y = 2x,x -xi randame taško P ordinate y,: Y, = 2x, * 0-x5 ; 
t. y. Yp =— Yo Pažymėję taško F ordinatę y, gausime FP = y + yo. Ilgis FA 
lygus y xo + (Yo — y) „todėl (prisiminkime, kad FA = FP) teisinga lygybė (y + yo)= 
= x) + (yo — y}, arba y? + 2yYo + Yo = Yo + Yo — 2YYo + y’. Iš čia 4yyo = Yo: 
Kadangi y, + 0, tai y = 4: 

Vadinasi, visi su parabolinio veidrodžio ašimi lygiagretūs spinduliai atsi- 
spindėję susikerta viename taške. Tas taškas vadinamas parabolinio veidrodžio 
židiniu (taškas F dar vadinamas ir parabolės y = x° židiniu). 

Si savybė taikoma konstruojant parabolinius teleskopus. Tolimųjų žvaigž- 
džių spinduliai mus pasiekia lygiagrečiu pluoštu. Fotoplokštelėje, esančioje 
parabolinio teleskopo židinyje, bus gautas sustiprintas žvaigždės šviesos sig- 
nalas. Tuo pačiu principu konstruojamos ir parabolinės antenos, kuriomis su- 
stiprinami radijo signalai. 
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Jei parabolinio veidrodžio židinyje bus šviesos šaltinis, nuo veidrodžio pavir- 
šiaus atsispindėję spinduliai ne išsisklaidys, o koncentruosis į siaurą pluoštą, 
lygiagretų su veidrodžio ašimi. Ši savybė taikoma gaminant prožektorius ir ži- 
bintus bei įvairius projektorius, kurių veidrodžiai yra paraboloido formos. “%8 


332. 


333. 


334. 


335. 


336. 


337. 


338. 


339. 


340. 


341. 


Pratimai 


Žmogus 8 km/h greičiu tolsta nuo 60 m aukščio bokšto papėdės. Kokiu 
greičiu jis tolsta nuo bokšto viršūnės, būdamas už 80 m nuo jo papėdės? 
Kūnas sukasi apie ašį pagal dėsnį 
Q(t) = 342 — 4t + 2. 
Apskaičiuokite kampinį greitį w(t) bet kuriuo momentu t ir momentu t = 
= 4 (6 — posūkio kampas radianais, œ — greitis radianais per sekundę, 
t — laikas sekundėmis). 
Stabdomas smagratis per laiką t pasisuka kampu ọ(t) = 4t — 0,3£?. Ap- 
skaičiuokite: 1) smagračio sukimosi kampinį greitį w(t) momentu t = 2 s; 
2) kokiu momentu smagratis nustos suktis (p(t) — kampas radianais, 
t — laikas sekundėmis). 
Sakykime, taškas juda tiese pagal dėsnį. 
x(t) = 2 + t- 1. 
Apskaičiuokite pagreitį laiko momentu t. Kokiu momentu pagreitis bus 
lygus: a) 1 cm/s?; b) 2 cm/s? (x(t) — poslinkis centimetrais, t — laikas 
sekundėmis)? 
2 kg masės kūnas juda tiese pagal dėsnį x(t) = t? + t + 1. Koordinatė x 
matuojama centimetrais, laikas t — sekundėmis. Raskite: a) veikiančiąją 
jėgą; b) kūno kinetinę energiją E po 2 s nuo judėjimo pradžios. 
Sakykime, kad 20 cm ilgio strypo AB gabalo AC (C — strypo taškas, nutolęs 
nuo taško A per l cm) masė gramais reiškiama formule m(l) = 31? + 51. 
Raskite strypo ilginį tankį: a) atkarpos AB viduryje; b) strypo gale B. 
Jėgos F veikiamas m masės materialus taškas juda tiese pagal dėsnį 
x(t) = 2t — t. 
Apskaičiuokite jėgą F momentu t = 2. 
Taškas juda tiese pagal dėsnį x(t) = Vt. Įrodykite, kad jo pagreitis pro- 
porcingas greičio kubui. A 
t 
Sakykime, kad taškas juda tiese pagal dėsnį x(t) = — + 3t? — 5 (laiką 
matuojame sekundėmis, koordinatę — metrais). Apskaičiuokite: a) mo- 
menta t, kai taško pagreitis lygus nuliui; b) kokiu greičiu tuo momentu 
judės taškas. 
Tiese juda du materialūs taškai pagal dėsnius x,(t) = 41? — 3 ir x,(t) = BB. 
Kokiu laiko tarpu pirmojo taško greitis yra didesnis už antrojo taško 
greitį? 
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8 7. ISVESTINÉS TAIKYMAS FUNKCIJOMS TIRTI 
25. FUNKCIJOS DIDÉJIMO (MAZÉJIMO) POZYMIS 


4 skyrelyje matėme, jog vienas svarbiausių funkcijos tyrimo uždavi- 
nių — jos didėjimo ir mažėjimo intervalų radimas. Tai lengva atlikti taikant 
išvestinę. Suformuluosime atitinkamus teiginius. 

Funkcijos didėjimo pakankamas požymis. Jei 
f'(x) > 0 kiekviename intervalo I taške, tai funkcija f didėja intervale I. 

Funkcijos mažėjimo pakankamas požymis. Jei 
f'(x) < 0 kiekviename intervalo I taške, tai funkcija f mažėja tame 
intervale. 

Šie požymiai įrodomi remiantis Lagranžo formule (žr. 22 skyr.). Parinkime 
du bet kuriuos intervalo I skaičius x, ir x,, susietus nelygybe x, < x,. Pagal 
Lagranžo formule bus toks skaičius ce(x,; x,), kad 


f(x>)- f(x) _ 5 (1) 
= f'(e). 
Xə — Xi 

Skaičius c priklauso intervalui I, nes taškai x, ir x, priklauso tam in- 
tervalui. Jei f > 0 intervale I, tai f(c) > 0. Todėl iš (1) formulės ir sąlygos 
X — X, > 0 išplaukia, kad f(x,) < f(x»). Vadinasi, įrodyta, kad funkcija f intervale 
I didėja. Jei intervale I teisinga prielaida f“ < 0, tai f'(c) < 0. Todėl iš (1) 
formulės ir sąlygos x, - x, > 0 gauname f(x,)> f(x). Vadinasi, šiuo atveju 
funkcija f intervale I mažėja. 

W Vaizdi abiejų požymių prasmė išplaukia iš tokių fizikinių samprotavimų 
(išnagrinėkime didėjimo požymį). Sakykime, ordinačių ašimi judančio taško koor- 
dinatė laiko momentu t yra y = f(t). Tada to taško greitis momentu t lygus f'(t) 
(žr. 24 skyr.) Jei f'(t) > O kiekvienu laiko intervalo I momentu t, tai taškas juda 
teigiamaja ordinačių ašies kryptimi, t. y. iš prielaidos t, < t, išplaukia f(t,) < f(t). 
Vadinasi, funkcija f intervale I didėja. yw 

1 pavyzdys. Raskime funkcijos 

Fx) = x - Aš 
didėjimo (mažėjimo) intervalus ir nubraižykime jos grafiką. 

Sprendimas. Tiriamoji funkcija apibrėžta visoje realiųjų skaičių 
aibėje. Iš lygybės 

J ygy f(x) = 1 S 3x2 


išplaukia, jog f(x) > 0, kai 1 — 3x? > 0. Išsprendę šią nelygybę intervalų metodu 


(82 pav.), randame, kad f'(x) > O intervale | Taigi šiame intervale 


|-5 ES 
funkcija f didėja, va" 43 
Analogiškai įsitikiname, kad f(x) < 0 


intervaluose | —o; DES ir E eo |, todėl A 0 E 
43 J3 3 v3 
funkcija f tuose intervaluose mažėja. 82 pav. 


8. 1046 
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Po to apskaičiuojame f reikšmes 


il 
taškuose -— ir — 


B 


3 
L Il l 2 
83 pav. 15-55) ==—. 
J3) Ja V3)  3v3 
Koordinačių plokštumoje pažymėkime taškus M (- - 5) ir M, > 


„5 848 


2 . As < PER a eL 
—— | ir nubraižykime grafiką funkcijos, didėjančios intervale |-5 +) 
a 1 i J3' J3 
bei mažėjančios intervaluose £ -5 ] ir (+ ) (83 pav.). 


J3 J3 


Iš 83 paveikslo matyti, jog nagrinėjamoji funkcija f yra tolydi taškuose 


E ir “2 didėja atkarpoje E = bei mažėja intervaluose| s -7 


| + =) 
wia Th 
1 pastaba. Jei funkcija f yra tolydi didėjimo (mažėjimo) intervalo 


kuriame nors gale, tai pastarąjį (kaip 1 pavyzdžio taškus sias ir 3) galima 


Ja 43 


2 pastaba. Sprendžiant nelygybes f’ > O ir f < 0, labai praverčia toks 
metodas. Taškai, kuriuose išvestinė lygi 0 arba neegzistuoja, funkcijos f api- 
brėžimo sritį dalija į intervalus, kuriuose išvestinė f” nekeičia ženklo. Jį galima 
sužinoti apskaičiavus f’ reikšmę kuriame nors intervalo taške. Kad šį metodą 
galima taikyti tolydžiai tuose intervaluose funkcijai f“, išplaukia iš 21 skyrelio. 


prijungti prie to intervalo. Šio teiginio neįrodome. 


2 pavyzdys. Raskime funkcijos 
f(x)=2x+ > 
x 
didėjimo (mažėjimo) intervalus ir nubraižykime jos grafiką. 
Sprendimas. Nagrinėjamos funkcijos apibrėžimo sritis yra intervalų 
(—œ; 0) ir (0; œ) sąjunga. 2 
f(x) =2-; 
x 
f(x) = 0, kai x = 1. Taškai O ir 1 funkcijos f 
apibrėžimo sritį dalija į tris intervalus: 
(==>; 0), (0; 1) ir (1; =»). Pagal 2 pastabą juose 
Za A R išvestinė /' nekeičia savo ženklo. Išvestinės 
0 1 ženklai tuose intervaluose nurodyti 84 pa- 
84 pav. veiksle. 
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Taigi nagrinėjamoji funkcija didėja interva- 
luose (xo; 0) ir (1; œ). Kadangi f tolydi taške 1, 
tai tą tašką (remiantis 1 pastaba) galima prijung- 
ti prie funkcijos f didėjimo intervalo. Galutinė 
išvada: f didėja intervaluose (—x; 0) ir [1; œ). Iš 
to, kad f’ < O intervale (0; 1), išplaukia (turint 
mintyje 1 pastabą), jog f mažėja intervale (0; 1]. 


Taškas 0 nepriklauso D(f). Kai x artėja prie 0, 


dėmuo = neaprėžtai didėja, todėl neaprėžtai di- 
deja ir f reikšmės. Taške 1 funkcijos f reikšmė 
lygi 3. 

Dabar koordinačių plokštumoje pazymime tašką M(1; 3) ir nubraižome 
grafiką funkcijos, didėjančios intervaluose (o; 0) ir [1; œ) bei mažėjančios 
intervale (0; 1] (85 pav.). 


85 pav. 


Pratimai 


Nustatykite funkcijos didėjimo ir mažėjimo intervalus (342—345). 


342. a) f(x) = 3x + 1; b) g(x) = —4x + 2; 
1 1 
© f(x) = gt- L d) g(x) = AA 
2 1 
343. a) f(x) = e b) q(x) = = 
2. E 4 
e) f(x) = S d) glx) = TT 
344. a) v(x) = x?; b) f(x) = (x - 1%; 
c) ylx) = 5x? — 3x + 1; d) f(x) = x? — 2x + 5. 
345. a) h(x) = x? — 27x; b) u(x) = x (x — 3); 


0) híx) = xš + 31? - 9x +1; d) glx) = 2 - 9x + 3x2- AV. 


26. FUNKCIJOS KRITINIAI TAŠKAI, JOS MAKSIMUMAI IR MINIMUMAI 


Funkcijos apibrėžimo srities vidiniai taškai, kuriuose jos išvestinė lygi 
nuliui arba neegzistuoja, vadinami tos funkcijos kritiniais taškais. Tie taškai 
labai svarbūs braižant funkcijos grafiką, nes tik jie gali būti funkcijos eks- 
tremumo taškai (86 ir 87 pav.). Suformuluosime atitinkamą teiginį — jis va- 
dinamas Ferma* teorema. 

Būtinas ekstremumo požymis. Jei x, yra funkcijos f 
ekstremumo taškas ir tame taške egzistuoja išvestinė f“, tai ji lygi nu- 
liui: f'(x) = 0. 


*Šią teoremą įrodė prancūzų matematikas Pjeras Ferma (1601—1665). 
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86 pav. 87 pav. 


Pakanka įrodyti, jog x, negali būti ekstremumo taškas, kai f(x) + 0. Re- 
miantis išvestinės apibrėžimu, apytikslė lygybė 


f(x)- f(xo) E f'(xo) 


xX- Xo 


teisinga bet kuriuo pasirinktu tikslumu A, kai x pakankamai arti prie x,. Jei 
f'(x) > O, tai iš prielaidos h < f'(x) gauname 
F(x)-F (xo) 


—>0, 
x- Xo 


kai x — bet kuris skaičius, pakankamai artimas x,. Dabar akivaizdu, kad iš 
x > X išplaukia Ax) > Ax,). Vadinasi, x, nėra maksimumo taškas. Parinkę x < 
< Xy gautume f(x) < fx) ir todėl x, negali būti f minimumo taškas. Atvejis 
F'(x,) < 0 nagrinėjamas analogiškai. 

Reikia pabrėžti, kad Ferma teorema yra tik būtina ekstremumo sąlyga: 
taške x,, kuriame išvestinės reikšmė lygi nuliui, funkcija gali neturėti ekstre- 
mumo. Pavyzdžiui, funkcijos x? išvestinė lygi nuliui taške 0, bet funkcija tame 
taške ekstremumo neturi (88 pav.). 

Iki šiol kalbėjome apie kritinius taškus, kuriuose išvestinė lygi nuliui. 
Dabar išnagrinėkime kritinius taškus, kuriuose išvestinė neegzistuoja. Tokiuo- 
se taškuose funkcija irgi gali turėti ekstremumą arba jo neturėti. 


1 pavyzdys. Išnagrinėkime funkciją Ax) = Ix! (89 pav.). Ta funkcija 
neturi išvestinės taške 0. Vadinasi, jis — kritinis taškas. Aišku, kad taške 0 
funkcija įgyja minimumą. 


2 pavyzdys. Išnagrinėkime funkciją Ax) = 2x + Ixl (90 pav.). Iš jos 
grafiko matyti, kad taške O ši funkcija neturi ekstremumo. Tame taške ji neturi 
ir išvestinės. 
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88 pav. 89 pav. 90 pav. 


Tikrai, jei funkcija f turėtų išvestinę taške 0, tai tame taške turėtų išvestinę 
ir funkcija Ax) - 2x. Tačiau Ax) - 2x = Ixl, o funkcija |x| taške O nediferenci- 
juojama (žr. 18 skyrelį). Tai prieštarautų prielaidai. Vadinasi, taške 0 funkci- 
ja f išvestinės neturi. 

Iš Ferma teoremos išplaukia, jog funkcijos ekstremumo taškų reikia ieškoti 
tarp funkcijos kritinių taškų. Iš pateiktų pavyzdžių matome, kad pasakyti, ar 
kritinis taškas yra ekstremumo taškas, galima tik papildomai jį ištyrus. Čia 
dažnai praverčia šitokios ekstremumo taško pakankamos sąlygos. 


Funkcijos maksimumo požymis. Jei funkcija f toly- 
di taške x,, f(x) > 0 intervale (a; x,) ir f(x) < 0 intervale (x, b), tai 
taškas x, yra funkcijos f maksimumo taškas. 


Patogu šį požymį formuluoti trumpiau: jei taške x, išvestinė keičia ženklą 
iš pliuso į minusą, tai x, yra maksimumo taškas. 

Įrodymas. Kadangi f“ > O intervale (a; x,), o funkcija f tolydi taš- 
ke x tai (žr. 25 skyrelį) funkcija f didėja intervale (a; x] ir todėl f(x) < f(x) 
su visais x iš intervalo (a; xp). 

Intervale [x,; b) funkcija f mažėja (įrodoma analogiškai) ir todėl f(x) < f(x) 
su visais x iš intervalo (x,; b). 

Taigi f(x) < f(x) su visais x + x, iš intervalo (a; b), t. y. x, yra funkcijos f 
maksimumo taškas. 


“e Labai paprasta maksimumo požymio mechaninė prasmė. Isivaizduo- 
kime, kad Ax) — Oy ašimi judančio taško koordinatė laiko momentu x. Tada 
f'(x)— taško greitis tuo momentu. Pagal prielaidą taško greitis laikotarpiu 
prieš x, teigiamas. Todėl tuo laikotarpiu taškas juda teigiamąja kryptimi — jis 
kyla Oy ašimi aukštyn iki taško f(x,), t. y. f(x) < f(x), kai x < x,. Laiko momentu 
x, taškas stabteli (jo greitis tuo momentu bus lygus nuliui arba neapibrėžtas), 
po to jis pradeda ašimi leistis žemyn (pagal sąlygą greitis f(x) neigiamas, kai 
x > xo), o tai reiškia, kad f(x) < f(x). Vadinasi, taško x, aplinkoje teisinga 
nelygybė f(x) < f(x). Taigi taškas x, — maksimumo taškas. * 

Funkcijos minimumo požymis. Jei funkcija f tolydi taške 
Xo f (x) < 0 intervale (a; x,) ir f(x) > 0 intervale (x; b), tai taškas x, yra 
funkcijos f minimumo taškas. 

Dažniausiai šis požymis formuluojamas paprasčiau: jei taške x, išvestinė 
keičia ženklą iš minuso į pliusą, tai x, yra minimumo taškas. 
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Šio požymio įrodymas panašus į maksimumo po- 
žymio įrodymą (siūlome jį įrodyti savarankiškai). 

3 pavyzdys. Raskime funkcijos Ax) = 3x - x? 
ekstremumo taškus. 

Šios funkcijos išvestinė 3 — 3x? apibrėžta visuose 
taškuose ir virsta nuliu taškuose —1 ir +1. Taške -1 
išvestinė keičia ženklą iš minuso į pliusą (f < 0, kai 
x<-l,ir f > 0, kai -1 < x < 1). Taške +1 išvestinė 
keičia ženklą iš pliuso į minusą. Taikydami maksimumo ir minimumo po- 
žymius, įsitikiname, jog taškas —1 yra funkcijos f minimumo taškas, o taškas 
+1 — tos funkcijos maksimumo taškas. Funkcijos grafikas pavaizduotas 91 
paveiksle. 


91 pav. 


Pratimai 


Raskite toliau nurodytų funkcijų kritinius taškus ir ištirkite, kurie jų yra 
maksimumo taškai ir kurie — minimumo taškai (346—348). 


346. a) f(x) = 2x — 7; b) f(x) = a 
0) g(x) = Za - 3x; d) g(x) = 4 — 2x + 7x?. 
M 28, A e 
3 X S x 
1 
O g(x) = 3x0 d) g(x) = 2x3 + 6x? — 18x + 120. 
348. a) v(x) = Vx; b) v(x) = Vx? +1; 
-1, kai x<-1, 
0* f(x)=; x, kai -1<x<1, 
1, kai x>1; 


- 2x, kai x<-2, 
de f(x)=4 a, kai -2<x<2, 
6-x, kai 222. 


Ištirkite funkcijos didėjimą (mažėjimą) ir ekstremumus (349-350). 
1 
349. a) f(x) = 4x? — 6x; b) g(x) = z” - 3x; 


0) f(x) = xš + 3x?; d) g(x) = 1 + x- x’. 
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3x-1 x-3 
350. a) ulx) = der b) v(x) = PEE 
—2)(8 -x 16 
c) u(x) = EE d) væ) = —— A 
x x(4-x ) 


351. Ištirkite funkcijos didėjimą (mažėjimą), ekstremumus ir nubraižykite jos 
grafiką: 


a) Ax) = 6x? + 15x* + 10x% b) glx) = xx — 12); 


x? x? -2x+2 


c) Ax) = EPE d) glx) = = i 


27. IŠVESTINĖS TAIKYMO FUNKCIJOMS TIRTI PAVYZDŽIAI 


Jau žinote (4 skyrelis), kad funkcijos grafiką geriausia braižyti tik 
ištyrus tą funkciją. Tiriant funkciją f: 1) randama jos apibrėžimo sritis; 
2) nustatoma, ar funkcija f yra lyginė, nelyginė, periodinė. Toliau randami: 3) f 
grafiko ir koordinačių ašių susikirtimo taškai; 4) pastovaus ženklo intervalai; 
5) didėjimo ir mažėjimo intervalai; 6) ekstremumo taškai ir f reikšmės tuose 
taškuose. Remiantis tuo tyrimu, braižomas funkcijos grafikas. 

Funkcijos didėjimą (mažėjimą) ir ekstremumus patogu tirti pagal jos iš- 
vestinę. Pirmiausia surandama funkcijos f išvestinė ir kritiniai taškai, o po to 
nustatoma, kurie iš jų yra ekstremumo taškai. 


1 pavyzdys. Ištirkime funkciją 
f(x) = 3x? — 5x? + 2 

ir nubraižykime jos grafiką. 

Tirsime pagal nurodytąją schemą. 

1) D(f) = R, nes f — daugianaris. 

2) Funkcija f nėra nei lyginė, nei nelyginė (įrodykite savarankiškai). 

3), 4) Funkcijos f grafikas kerta ordinačių ašį taške (0; f(0)), t. y. taške (0; 
2). Ieškant grafiko ir abscisių ašies susikirtimo taškų, reikia spręsti lygtį 3x?-— 
— 5x? + 2 = 0. Viena jos šaknų (x = 1) randama lengvai. Kitas šaknis (jeigu jų 
yra) galima rasti tik apytiksliai. Todėl kitų tiriamosios funkcijos grafiko ir 
abscisių ašies susikirtimo taškų, taip pat pastovaus ženklo intervalų neieš- 


kosime (4 skyrelyje buvo nurodyta, kad pateiktoji schema neprivaloma, o tik 
rekomenduojama). 


5), 6) Randame funkcijos f išvestinę: 
f(x) = 15x* — 15x? = 15x*(x2 — 1). 
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Aišku, kad f(x) = 0, kai x*(x? — 1) = 0, t. y. kai argumento reikšmės lygios 
0, -1 ir 1. Tiriamoji funkcija turi tris kritinius taškus. 
Sudarykime lentelę: 


Šios lentelės pirmojoje eilutėje didėjimo tvarka surašyti funkcijos kritiniai 
taškai ir jų apriboti intervalai. Antrojoje eilutėje pažymėti išvestinės ženklai 
tuose intervaluose (kiekviename tų intervalų išvestinės ženklas nekinta; jį 
galima nustatyti apskaičiavus išvestinės ženklą kuriame nors nagrinėjamo 
intervalo taške). Trečiojoje eilutėje pateiktos išvados apie nagrinėjamos funk- 
cijos kitimą: , Z “— didėja, „ œ “ — mažėja, o ketvirtojoje — apie kritinių 
taškų rūšis (anksčiau pateiktos schemos 5 ir 6 dalis). Kritinis taškas 0 nėra 
funkcijos f ekstremumo taškas, todėl jis ketvirtojoje eilutėje nepažymėtas. 
Pabrėšime, kad apie funkcijos kitimo tarp dviejų kritinių taškų pobūdį dažnai 
pavyksta nuspręsti palyginus funkcijos reikšmes tuos taškus jungiančio inter- 
valo galuose (užuot ieškojus išvestinės ženklo). Pavyzdžiui, f(0) < f(-1), nes 
2 < 4, todėl intervale (-1; 0) funkcija mažėja (taigi tame intervale f = 0). 

Nubraižykime funkcijos grafiką (92 pav.). Patogu 
jį braižyti atskirai kiekviename iš lentelės nurodytų 
intervalų. Pavyzdžiui, iš lentelės matyti, kad f mažėja 

2,5 5,3 intervale (0; 1). Funkcija f tolydi taškuose 0 ir 1, nes 

yf y=3 12 š 3 2 AS 5 

ji — visur tolydi funkcija, todėl ji mažėja atkarpoje 
[0; 1]. Vadinasi, f grafikas atkarpoje [0; 1] leisis že- 
myn nuo taško, kurio ordinatė f0) = 2, iki taško, 
kurio ordinaté f1) = 0. Grafiko liestinés taškuose, 
kurių abscisés lygios —1, 0 ir 1, turi būti horizontalios, 
nes lentelės antrojoje eilutėje parašyta, kad šias x 
reikšmes atitinka išvestinės reikšmės, lygios nuliui. 
Analogiškai braižomas grafikas ir kituose interva- 
luose. 

2 pavyzdys. Ištirkime funkciją sin x ir nu- 
braižykime jos grafiką. Ši funkcija yra apibrėžta 
ir tolydi visoje skaičių tiesėje. Kadangi ji nelyginė, 
periodinė ir jos periodas lygus 2n, tai pakanka ją 
ištirti atkarpoje [0; 1). 

Šios funkcijos išvestinė (sin'x = cos x) apibrėžta 


92 pav. 


T 
visur ir lygi nuliui atkarpos [0; 1] taške — . Tas taš- 
kas yra kritinis. Užpildome lentelę: 
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Remdamiesi tyrimo rezultatais, braižome funkcijos y = sin x grafiką at- 
karpoje [0; x]. Norint tiksliau nubraižyti grafiką, 93 paveikslo taškuose (0; 0), 


(5 ir (n; 0) nubrėžtos liestinės, kurių krypties koeficientai atitinkamai lygūs 


1, 0 ir -1 (žr. lentelę). Kadangi sinusas — nelyginė funkcija, kurios periodas 2r, 
tai jo grafikas simetriškas taško O atžvilgiu ir bet kuriuo lygiagrečiuoju postūmiu 
per atstumą 21 Ox ašies kryptimi yra atvaizduojamas į save. Funkcijos y = sin x 
grafikas visoje jos apibrėžimo srityje R pavaizduotas 50 paveiksle. 


3 pavyzdys. Sužinokime lygties 
2x3 — 3x? — 12x — 11 = 0 
šaknų skaičių. 
Nagrinėkime funkciją f(x) = 2x3 — 3x? — 12x — 11. Jos apibrėžimo sritis yra 
D(f)= (=oo; œ). Ieškodami funkcijos f kritinių taškų, randame jos išvestinę: 
f'(x) = 6x? — 6x — 12. Tos išvestinės reikšmė lygi nuliui taškuose x = - 1 ir x = 2. 


Užpildome lentelę: 


Intervale (-«; —1] funkcija didėja nuo — iki —4, todėl tame intervale lygtis 
fx) = 0 šaknų neturi; atkarpoje [-1; 2] lygtis irgi neturi šaknų, nes čia f mažėja 
nuo —4 iki —31; pagaliau intervale [2; œ) funkcija f didėja nuo -31 iki be- 
galybės, todėl šiame intervale lygtis f(x) = O turi vienintelę šaknį. Taigi lygtis 

2x3 — 3x? — 12x — 11 = 0 


turi tik vieną šaknį (šaknis priklauso intervalui (2; >o)). 
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352. 


353. 


354. 


355. 


356. 


357. 


258. 


359. 


360. 
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Pratimai 


Ištirkite kvadratinę funkciją ir nubraižykite jos grafiką (352—353). 


a) f(x) = x? — 2x + 8; 


c) glx)=x7+ x + 1; 


a) f(x) = 043045 


a x 1 
c) glx) = "E ES 


b) f(x) = -x? + 5x — 4; 
d) g(x) = x? — 6x + 9. 


b) f(x) = Žanai, 


2 
yý x 1 

= —+— +. 

d) g(x) 4 a 


Ištirkite funkciją ir nubraižykite jos grafiką (354—-356). 


a) f(x) = -x? + 3x — 2; 
c) g(x) = x? + 3x + 2; 

a) f(x) = xt — 2x? + 3; 
c) g(x) = 3x? — 5x3; 


2x 
) fæ) = E 
a) f(x Te 


0) g(x) = x42- x; 


b) f(x) = 3x7 = x’; 

d) g(x) = Za ta? 3a 
b) f(x) = x* — 2x? — 3; 
d) g(x) = 9x? + 3x3, 


b) f(x) = skal 
13 x2437 


d) g(x) = x2/1+x. 


Išspręskite kvadratinę nelygybę (357—358). 


a)2+ x-x?>0; 
c) x? + 8x + 16 < 0; 


a) 2x? + 6x + 5 20; 


c) 0,3x? + x + 0,3 < 0; 


b) x? — 2x + 3 2 0; 
d) -x? + 6x - 9 2 0. 


b) 6x? + x — 2 < 0; 


d) -1s +Žx-1>0. 


Raskite funkcijos didėjimo ir mažėjimo intervalus: 


a) f(x) = 1-15- 3x? — 2,5x*; 


0) hx) = x? aa 


b) g(x) = x? — 6x? + 15x — 2; 


5 3 
d) g(x) = a 


Ištirkite trigonometrinę funkciją ir nubraižykite jos grafiką (360-361). 


a) f(x) = > sin 3x; 


c) h(x) = tg (4x + n); 


b) g(x) = 2 cos 5: 


d) z(x) = Z sinf2x E z) 
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361. a) f(x) = sin x + cos x; b) g(x) = sin x - tg x; 
c) f(x) = sinžx + sin x; d) g(x) = cosžx — cos x. 


362. a) Įrodykite, kad funkcija Ax) = 3 cos| 47) + 4x didėja visoje skaičių 
tiesėje. > 
b) Irodykite, kad funkcija Ax) = sin x — 2x + 3 mažėja visoje skaičių tiesėje. 


28. FUNKCIJOS DIDŽIAUSIOJI IR MAŽIAUSIOJI REIKŠMĖ 


Sprendžiant praktikos uždavinius, dažnai reikia ieškoti tolydžios at- 
karpoje funkcijos didžiausios ir mažiausios reikšmės. Analizės kurse įrodoma 
Vejerštraso teorema tvirtina, kad funkcija f, tolydi atkarpoje [a; bl, 
įgyja joje didžiausią ir mažiausią reikšmę, t. y. atkarpai [a; b] priklauso taškai, 
kuriuose / įgyja didžiausią ir mažiausią reikšmę. 

Nurodysime taisyklę, kaip rasti funkcijos didžiausią ir mažiausią reikšmę 
atkarpoje [a; b], kai f yra tolydi toje atkarpoje ir turi joje tik baigtinį skaičių 
kritinių taškų. 

Iš pradžių tarkime, kad f neturi kritinių taškų atkarpoje [a; b]. Tada 
(žr. 25 skyr.) ji didėja arba mažėja toje atkarpoje (94, 95 pav.), todėl didžiausią 
ir mažiausią reikšmę funkcija f įgyja atkarpos [a; b] galuose a ir b. 

Dabar tarkime, kad funkcija f atkarpoje [a; b] turi baigtinį skaičių kritinių 
taškų. Tie taškai atkarpą [a; b] dalija į baigtinį skaičių atkarpų, kurių viduje 
nėra funkcijos f kritinių taškų. Tokiose atkarpose (žr. ankstesnę pastraipą) 
funkcija f įgyja didžiausią ir mažiausią reikšmę tų atkarpų galuose, t. y. funk- 
cijos f kritiniuose taškuose arba taškuose a ir b. 

Taigi, norint rasti funkcijos didžiausią ir mažiausią reikšmę atkarpoje, kurioje 
ta funkcija turi baigtinį skaičių kritinių taškų, reikia apskaičiuoti funkcijos reikš- 
mes tuose kritiniuose taškuose bei atkarpos galuose ir 
iš gautųjų skaičių išrinkti didžiausią ir mažiausią. y 

1 pavyzdys. Raskime funkcijos y(x) = x* — 

— 1,5x2 — 6x + 1 didžiausią ir mažiausią reikšmę at- 
karpoje [-2; 0]. 


Sprendimas. Pirmiausia randame kritinius 
taškus. Kadangi išvestinė y’ = 3x? — 3x — 6 apibrėžta 
su visais x, tal tereikia išspręsti lygtį y“ = 0. Ją iš- 94 pav. 
sprendę, gauname x = -1 arba x = 2. 

Dabar iš skaičių y(-2) = -1, y(-1) = 4,5 ir y(0) = 1 


turime išrinkti didžiausią ir mažiausią (kritinis taš- 7 
kas x = 2 nepriklauso nagrinėjamai atkarpai). Aišku, 
kad mažiausią reikšmę (lygią -1) funkcija įgyja taške 
-2, o didžiausią (lygią 4,5) — taške —1. Trumpai tai 
užrašoma šitaip: 
0 a b x 


max y(x) = y(-1) = 4,5; mi 


[-2; 0) [2 0 y(x) z y(-2) B 


] 95 pav. 
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(a-x) 


l 
2 


96 pav. 


2 pavyzdys. Iš kvadratinio skardos lapo, kurio kraštinė lygi a, 
išpjaunant jo kampuose vienodus kvadratėlius ir užlenkiant likusius pakraš- 
čius, reikia pagaminti iš viršaus atvirą dėžutę (96 pav.). Kokio ilgio turi būti 
dėžutės pagrindo kraštinė, kad dėžutės tūris būtų didžiausias? 

Sprendimas. Dėžutės pagrindo kraštinės ilgį pažymėkime x. Ta- 


1 > E ; 
da išpjautų kvadratėlių kraštinių ilgiai lygūs ga — x), o dėžutės tūris lygus 


(a — x)x?. Iš uždavinio prasmės aišku, kad skaičius x tenkina nelygybę 0 < 
< x < a ir todėl jis priklauso intervalui (0; a). Taigi reikės ieškoti funkcijos 


V(x) = ¿(a — x)x? 


didžiausios reikšmės intervale (0; a). Funkcijos mažiausios ir didžiausios reikš- 
mės radimo taisyklė buvo suformuluota tik atkarpoms. Kadangi funkcija V(x) 
tolydi visoje skaičių tiesėje, tai didžiausios reikšmės ieškosime atkarpoje [0; 
a], o gautus rezultatus po to taikysime sprendžiamam uždaviniui. Randame 
funkcijos kritinius taškus: 


V(x) = ax Ža, ax = 2 = 0, 


2 
kai x = 0 arba x = 3% 


2 
V 2, 2L pa Za A 
3 2 3 3 27 


Kadangi V(0) = 0 ir Vía) = 0, tai funkcija V didžiausią reikšmę atkarpoje įgyja, 
2 

kai r= Zi 

GS a max V)=-V|Ža)- Ža" 


Funkcija didžiausią reikšmę įgijo atkarpos [0; a] vidiniame taške, taigi ir 
intervalo (0; a) vidiniame taške. Vadinasi, dėžutės pagrindo kraštinė turi bū- 


IS 
ti lygi zo 
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> 3 pavyzdys. Sakykime, materialus taškas juda iš apatinės 
pusplokštumės taško M į viršutinės pusplokštumės tašką N (97 pav.) pastoviu 
greičiu v, apatinėje pusplokštumėje ir pastoviu greičiu v, viršutinėje pus- 
plokštumėje. Kokiu keliu turi judėti taškas, kad visam keliui nueiti reikėtų 
mažiausiai laiko? 

Sprendimas. Jei v, = v, tai ieškomasis kelias yra atkarpa MN. Kai 
v, + V, taškas turės judėti laužte MON, kurios tašką O nustatysime iš sąlygos: 
kelią MON taškas turi nueiti per trumpiausią laiką. Sakykime atkarpą MO 
taškas nueina per laiką t,, o atkarpą ON — per laiką t,. Nubrėžkime atkarpas 
MM’, MN”, NN' (MM' L M'N’, NN’ L MIN” ir pažymėkime 

x= M'O, h, = MM”, h, = NN',l = MN”. 

Tada keliui MON nueiti reikalingas laikas bus lygus 


MO „ON hira? ym) 
vı UVa v v į 


Iš uždavinio prasmės išplaukia, jog skaičius x tenkina nelygybę 0 <x < I, 
t. y. priklauso atkarpai [0; 1]. Taigi reikės rasti funkcijos f(x) mažiausią reikšmę 
toje atkarpoje. Ieškome funkcijos kritinių taškų: 


t(x)=t, +t = 


1 x lag x% 
dan a r — — 
Ui |h? + x? h2 + (l- x) Uj“ 1 Vo * uu ON” 
t (x) = 0, kai E mL. t. y. taško kelias turi būti toks, kad būtų teisinga 
MO ON wv 
lygybė (97 pav.): E ES 
(1 
sinB Up ) 


Parodysime, kad kritinis taškas yra tik vienas. Dėl to apskaičiuokime funk- 
cijos t(x) išvestinę: 


(e) = 


E: A A 
3 SN 
01 (vn? +? ) | h2 +(1- x)" 


Ji teigiama, todėl funkcija f(x) didėja ir gali 
turėti tik vieną nulį (sakykime, taške x,). Ka- 
dangi 


—— > 
3,72 
vı yhi +! 


tai £ < O intervale (0; x,) ir t' > O intervale 
(xo; L), t. y. išvestinė taške x, keičia ženklą iš 
minuso į pliusą. Vadinasi, x, — minimumo 
taškas. 97 pav. 
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Faktiškai tašką x, surasti galima tik apytiksliai. 

Fizikos kurse sužinosite, jog kaip tik pagal (1) dėsnį lūžta šviesos spin- 
duliai, pereidami iš vienos aplinkos į kitą (kampas a vadinamas kritimo kam- 
pu, o kampas B-— lūžio kampu). Taigi šviesos spindulys sklinda tokiu keliu, 
kurio sklidimo laikas yra trumpiausias. Tai ir išreiškia fizikoje žinomas Ferma 
principas. 7 


Pratimai 
363. Raskite funkcijos 
fix) = x* - 8x? - 9 


mažiausią ir didžiausią reikšmę atkarpoje: a) [-1; 1]; b) [0; 3]. 

364. Materialus taškas juda tiese pagal dėsnį s(t) = 5t + 2t? — a t; čia s(t) — 
kelias metrais, £ — laikas sekundėmis. Kokiu laiko momentu taško ju- 
dėjimo greitis bus didžiausias ir kam lygus tas didžiausias greitis? 

365. Iš visų į skritulį įbrėžtų lygiašonių trikampių didžiausias yra lygiakraščio 
trikampio plotas. Įrodykite. 

366. Iš visų stačiųjų trikampių, turinčių to paties ilgio įžambinę, lygiašonio 
trikampio plotas yra didžiausias. Įrodykite. 

367. Teigiamąjį skaičių užrašykite dviejų dėmenų suma taip, kad jų sandauga 

būtų didžiausia. 

Į atvirą stačiojo gretasienio formos baką, kurio pagrindas — kvadratas, 

turi tilpti 13,5 litro skysčio. Kokių matmenų bakui pagaminti reikės 

mažiausiai medžiagos? 

369. Gręžimo bokštas stovi lauke už 9 km nuo plento artimiausio taško. Iš 
gręžimo vietos reikia pasiųsti kurjerį į esančią prie plento gyvenvietę, 
nuo kurios iki plento minėto taško yra 15 km (plentą laikome tiese). 
Kurjeris per lauką važiuoja dviračiu 8 km/h, o plentu — 10 km/h greičiu. 
Į kokį plento tašką reikia jam važiuoti, kad kuo greičiau nuvyktų į gy- 
venvietę? 


368 


29. HARMONINIAI SVYRAVIMAI 


Funkcijos f išvestinės f" išvestinė vadinama funkcijos f antrąja išvestine 
ir žymima f” (skaitoma „ef su dviem brūkšneliais“). 
Pavyzdžiui T + 2 k 
sin'x = cos x, sin”x = cos'x = —sin x, 
cos'x = -sin x, cos”x = —sin'x = — COS X. (1) 


Taikant antrąją išvestinę, galima išsamiau ištirti funkcijos kitimą. Pirmoji 
išvestinė yra funkcijos kitimo greitis, o antroji — to greičio kitimo greitis. 

Iš (1) formulės matyti, jog funkcijų sin ir cos antrosios išvestinės nuo pačių 
funkcijų tesiskiria tik ženklu. Kitaip sakant, abi tos funkcijos su visomis ar- 
gumento t reikšmėmis tenkina lygtį 


f (6) = ft). 
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ių AN „io as 
0 x 0 X 
a) b) 


98 pav. 


Fizikoje, ypač mechanikos skyriuje, dažnai reikia nagrinėti funkcijas f, 

tenkinančias lygtį 
f (t) = oft); (2) 
čia œ — teigiama konstanta. 

Pateiksime mechanikos uždavinį, kurį sprendžiant, gaunama nurodyta lyg- 
tis. Sakykime, prie m masės rutuliuko pritvirtinta horizontali spyruoklė, ku- 
rios kitas galas įtvirtintas (98, a) pav.). Tarkime, kad pusiausvyros būsenoje 
rutuliuko centro koordinatė x lygi nuliui. Pastūmus rutuliuką į padėtį, kurioje 
jo centro koordinatė x = 0, atsiras jėga, verčianti rutuliuką grįžti į pusiausvyros 
būseną. Pagal Huko dėsnį ta jėga proporcinga nuokrypiui x, t. y. 


F = -kx; 


čia k — teigiama konstanta (98, b) pav.). Pagal antrąjį Niutono dėsnį F = ma, 
todėl, atsižvelgdami į tai, kad judėjimo tiese pagreitis yra antroji koordinatės 
išvestinė, gauname: 

malt) = mx"(t) = F = —kx(t), t. y. 


k 
x”(t)=-— x(t). 
()=- Ža) 
Kitaip sakant, tamprumo jėgų veikiamo rutuliuko centras juda pagal (2) 


lygtį, kurios 0= pd 
m 
Jei fizikinis dydis, laikui bėgant, kinta pagal (2) lygtį, tai sakoma, kad jis 
harmoningai svyruoja. (2) lygtis vadinama harmoniniy svyravimų diferen- 
cialine lygtimi. 
Įsitikinsime, kad su bet kuriomis konstantomis A, œ ir ọ funkcija 


At) = A cos (œt + q) (3) 


yra (2) lygties sprendinys. Iš tiesų, remdamiesi sudėtinės funkcijos išvestinės 
formule, gauname: 
F'(t) = Ao sin (Ot + O), 
f”) = -Ao* cos (at + q) = -w ft). 


Teisingas ir atvirkštinis teiginys: bet kurį (2) lygties sprendinį galima 
išreikšti (3) formule, kurios konstantoms paprastai suteikiamos šitokios reikš- 
més: A > 0 ir ọe[0; 21]. Sio teiginio įrodymas neįeina į vidurinės mokyklos 
kursą. 

Aišku, kad (3) formule išreikštos funkcijos f modulio didžiausia reikšmė 
lygi A. Konstanta A vadinama svyravimo amplitude, konstanta 0 — svyravimo 
kampiniu dažniu, o konstanta q — svyravimo pradine faze. 
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y=1,5c08(% 50 


y=3cos(2x+4) 


100 pav. 


Harmoninių svyravimų grafikai — sinusoidės. Pavyzdžiui, tokie yra 99 ir 


2 T 
100 paveiksle pavaizduoti harmoninių svyravimų y = 1,5 cos E -5) It y = 
= 3 cos (2x + 4) grafikai. 
Detaliau su harmoniniais svyravimais supažindinama fizikos kurse. 


Pratimai 


370. Įsitikinkite, kad funkcija y(t) yra nurodytos diferencialinės lygties spren- 
dinys: 

17 J 1 T 11 1 

a) y(t) = 3 cos (2t + 1); y” = —4y; b) y(t) = 4 sin (5-3) y” = e 


c) y(t) = 2 cos 4t; y” + 16y = 0; d) y(t) - 2 sin (0,14 + 1); y” + 0,0ly = 0. 


371. Užrašykite nurodyto harmoninio svyravimo diferencialinę lygtį: 
a) x = 2 cos (2t — 1); b) x = 6,4 cos [0at+ 5 


Cx =4 sin[3t- 5} d) x = 0,71 sin (0,34 — 0,7). 
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372. Pertvarkę dešiniąją lygties pusę į reiškinį A cos (œ + q), nustatykite 
svyravimo amplitudę, pradinę fazę ir kampinį dažnį: 


1 
a) y(t) = 0,8 sin[ 5142) b) y(t) = —4 cos|21- 7), 
T ž T 
c) y(t) = 2 sin 6 cos t + 2 sin t cos g’ 


3 
d) y(t) = 3 ‘T cos 2t + 3.3 sin 2t. 


373. Raskite bent vieną nelygų nuliui diferencialinės lygties sprendinį: 
1 
a) y” = -25y; gs 


1 
c) 4y” + y = 0; d) yY + 4y =0. 


Istorinės žinios 


XVII amžiuje matematika pasikeitė iš esmės. Dekartas sugalvojo koor- 
dinačių metodą plokštumos kreivėms nagrinėti. Plėtojant gamtos mokslus, 
reikėjo ištirti, kaip kinta funkcijos, visų pirma funkcijos, kuriomis reiškiama 
judančių kūnų ir kitų fizikinių objektų koordinačių priklausomybė nuo laiko. 
Išvestinė buvo pritaikyta funkcijų ekstremumams skaičiuoti, įvairių kreivių 
liestinėms rasti ir t. t. Pirmuosiuose Dekarto, Paskalio ir Ferma darbuose 
faktiškai jau buvo daugianarių diferencijavimo taisyklės. 

Šiuo metu matematine analize vadinama matematikos šaka, nagrinėjanti 
diferencialinį ir integralinį skaičiavimą (su integralinio skaičiavimo elementais 
susipažinsite XII klasėje). Sisteminę išvestinių teoriją — diferencialinį skai- 
čiavimą — išplėtojo vokiečių matematikas ir filosofas G. Leibnicas 
(1646—1716) ir anglų matematikas bei matematinių gamtos mokslų pradi- 
ninkas I. Niutonas (1643—1727). 

Dabartinį skaitinės funkcijos apibrėžimą, nesusietą su jos reiškimo būdu, 
nepriklausomai vienas nuo kito suformulavo rusų matematikas N. Lobačevskis 
1834 m. ir vokiečių matematikas L. Dirichlė 1837 m. Tų apibrėžimų pagrindą 
sudarė idėja, kad funkcijos sąvokoje nesvarbu tai, kokiu būdu kiekvienam x 
priskiriama reikšmė /(x), svarbu tik, kad tokia atitiktis būtų nustatyta. 

Siuolaikinė funkcijos sąvoka, kai apibrėžimo ir reikšmių sritys yra bet 
kurios (nebūtinai skaičių) aibės, dabartinė terminologija ir žymenys susifor- 
mavo visai neseniai — šio amžiaus pirmojoje pusėje. 

Funkcijos ribos sąvoka buvo aiški jau XVII a. matematikams. Faktiškai jie 
mokėjo teisingai skaičiuoti ribas. Tačiau sekos ribą ir funkcijos ribą griežtai 
apibrėžė (tai išliko iki šių dienų) tik 1821 m. prancūzų matematikas O. Koši 
(1789—1857), nors ne iš karto ir ne visi tuos apibrėžimus suprato. 

Funkcijos ribą Koši apibrėžė šitaip: „Skaičius A vadinamas funkcijos f(x) 
riba, kai x artėja prie a, jei kiekvieną skaičių e > 0 atitinka toks skaičius ô > 
> 0, kad If(x) - Al < e su visais x, tenkinančiais nelygybę 0 < lx- al < Š“. 

Sis apibrėžimas yra tiksliau suformuluotas 14 skyrelio teiginys: apytikslė 
lygybė Ax) = A, kai x = a, turi būti teisinga kiekvienu iš anksto nurodytu 


9. 1046 
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tikslumu. Iš tiesų apytikslės lygybės Ax) = A absoliučioji paklaida lygi |fx) — 
- Al. Teiginiu „Apytikslė lygybė fx) = A, kai x = a, yra teisinga kiekvienu iš 
anksto nurodytu tikslumu“ pasakoma šitokia sąlyga: kokiu tikslumu beskai- 
čiuotume (tikslumas nurodytas teigiamuoju skaičiumi € — graikų alfabeto 
raide „epsilon“, kuri vartojama iš tradicijos), visada galėsime nurodyti tokį 
apytikslės lygybės x = a absoliučiosios paklaidos rėžį — jis žymimas teigia- 
muoju skaičiumi 6 (6 — graikų alfabeto raidė „delta“), kad su visais x, ten- 
kinančiais nelygybę 0 < |x - al < ð, apytikslės lygybės Ax) = A absoliučioji 
paklaida bus mažesnė už skaičiavimo tikslumą e, t. y. |Ax) - Al < e. 

Kaip pavyzdį įrodykime taisyklę (žr. 14 skyr.): jei Ax) > A ir g(x) > B, kai 
x > a, tai Ax)+ g(x) A+ B, kai x > a. 


€ 
Parinkime bet kurį teigiamąjį skaičių €. Tada 2 >0 ir todėl (remiantis 


Koši apibrėžimu): 

1) iš sąlygos Ax) — A, kai x — a, išplaukia, jog galima parinkti tokį skaičių 
ô > 0, kad su visais x, tenkinančiais sąlygą 0 < Ix - al < ô, bus teisinga 
nelygybė 


e. 
a? 


2 (1) 


f (x)- A < 

2) iš sąlygos g(x) > B, kai x > a, išplaukia, jog galima parinkti tokį skaičių 

ô > 0, kad su visais x, tenkinančiais sąlygą 0 < Ix —- a) < 6,, bus teisinga 
nelygybė 


PA 
g(x) B <7 (2) 


sąlygą 0 < Ix - al < 6, bus teisinga (1) ir (2) nelygybė; su tais pačiais x 
gauname: 


I(x) + g(x)) - (A+ B)I = I(x) - A) + (g(x) - B)l < 


< Al la Bl + e 
2 2 
Taigi įrodėme, kad flx) + g(x) > A + B, kai x > a. 

Kitos taisyklės (sandaugos ir dalmens) įrodomos analogiškai. 

XVII a. matematikoje įvykusio posūkio svarbumą puikiai atspindi šie žo- 
džiai: „Posūkio taškas matematikoje buvo Dekarto kintamasis dydis. Jo dėka 
į matematiką atėjo judėjimas ir dialektika“. Vis dėlto su funkcijų, nykstančių 
dydžių, ribų ir išvestinių sąvokomis susijusių naujų matematikos šakų plė- 
tojimosi pradžia buvo apibūdinta kaip „mistinė“. 

Daugelio XVII a. matematikų šūkis buvo: „Ženkite pirmyn ir jūs įsitikinsite 
rezultatų teisingumu“. 

Matematinė analizė buvo logiškai pagrįsta tik XIX a., pasirodžius Koši 
darbams. Tam tikslui, be kita ko, reikėjo griežtos realiųjų skaičių teorijos. O 
ją tik XIX a. antrojoje pusėje sukūrė Vejerštrasas, Dėdekindas ir Kantoras. 
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Kartojimo klausimai ir uždaviniai 


1. 1) Apytikslės lygybės x = a absoliučioji paklaida lygi A. Ką tai reiškia? 
2) Apskaičiuokite 0,001 tikslumu: 
SL b) V3 +2; © 47-45; d) 2 
11 3 3 
3) Užrašykite skaičiaus 4,2537481... dešimtainius artinius su trūkumu ir 
su pertekliumi nurodytu tikslumu: 
a) 1; b) 0,1; c) 0,01; d) 0,00001. 
2. 1) Ką reiškia užrašas Ax) > L, kai x => a? 
2) Suformuluokime ribų skaičiavimo taisykles. 
3) Prie kokio skaičiaus artėja funkcija f(Ax), kai Ax > O: 


2 24: = SSE 
a) ÑAx) = (2 + Ax? — 4; b) AAx) E 1; 
3+Ax 1 1 1 
= : ETA A la 
c) AAx) = ik d) AAx) = (5 i) 


3. 1) Ką vadiname argumento pokyčiu ir ką — funkcijos pokyčiu? 
2) Paaiškinkite pokyčių Ax ir Af bei santykio T geometrinę prasmę. 


A 
3) Apskaičiuokite x taške x,, kai: 
2 
a) f(x) = 5, b) f(x) =x- x; 0) f(x) = AX + A. 


4. 1) Apibrėžkite funkcijos išvestinę taške. 
2) Remdamiesi apibrėžimu, apskaičiuokite funkcijos f išvestinę taške x,, 
kai: 
a) f(x) = 2x - 1, x, = 4; b) fŒ) =x, x, = —3; 


2 2 
c) f(x) = = = 3; d) f(x) = PK 


T Xp = 2. 


3) Raskite funkcijos f isvestine: 
1 
a) f(x) = x*; b) f) = 3x + 1% o fa) = T +1 


5. 1) Suformuluokite išvestinių skaičiavimo taisykles. 
2) Kam lygi funkcijos x" (n — sveikasis skaičius) išvestinė? 
3) Raskite funkcijos f išvestinę: 


a) f(x) = x? - 2x? + 1; b) f(x) = (x + 2) sin x; 


2 
x 
c) f(x) = PEI d) f(x) = xVx + cosx; 
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e) Ax) = (8 — 5x)”; D fx) = E 
(9+7x) 
g) Ax) = sin 3x; h) Ax) = 4 tg 5x. 
„ 1) Apibrėžkite funkciją, tolydžią taške, intervale. 
2) Paaiškinkite intervalų metodą. 
3) Išspręskite nelygybes: 
1 1 1 
= . uba > A 
a) (x — 1) (x + 2) (x + 3) 2 0; b 7 aai raD 
V16- x(4 — x)(x +2) ; 
k d) (2 sin x — 1) (2 cos?x — 1) < 0. 
x*+7x+10 


. 1) Kokia tiesė vadinama funkcijos f grafiko liestine, einančia per tašką 


(xo; f(%0))? Paaiškinkite geometrinę išvestinės prasmę. 

2) Parašykite funkcijos f grafiko liestinės, einančios per tašką (xo; fx4)), 
lygtį. 

3) Parašykite lygtį funkcijos f grafiko liestinės, einančios per grafiko taš- 
ką, kurio abscisė x = xp: 

a) Ax) = x’, xy =>: b) Ra) =}, xo = 2; 


c) Ax) = sinx, X) = T; d) fx) = COS X, Xp 2, 


. 1) Parašykite taške x, diferencijuojamos funkcijos artinių skaičiavimo 


bendrąją formule. 
2) Parašykite funkcijos f artinių skaičiavimo formules: 


a) Ax) = x"; b) Ax) = cosx; c) Ax) = Vl+x. 


3) Apskaičiuokite artinius: 


1 
a) /9,009; b) (1.0001) c) (0,999)*; d) cos 29". 


„ 1) Paaiškinkite mechaninę išvestinės prasmę. 


2) Kūnas juda tiese pagal dėsnį x(t). Koks to kūno momentinis greitis ir 
pagreitis laiko momentu t? 


3) Apskaičiuokite taško greitį ir pagreitį, kai: 

a) x(t) = 5t — t4; b) x(t) = cos œt (w — konstanta). 
1) Parašykite Lagranžo formulę. 

2) Suformuluokite funkcijos didėjimo (mažėjimo) požymį. 

3) Ištirkite, ar funkcija didėja (mažėja): 


a) y = xt — 4x; b) y = 


c)y=x+ 26, 
X 


x 
x? +9 
d) y = 2 sin x + cos 2x. 


> 


> 
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11. 1) Ką vadiname funkcijos kritiniu tašku? 
2) Suformuluokite funkcijos maksimumo (minimumo) požymį. 
3) Raskite funkcijos maksimumus ir minimumus: 


=*- 2; b) y = ; 
a) y x j ) y x2+9 


Aras d) y = 2 sinx + cos 2x. 
x 
12. 1) Aprašykite funkcijos tyrimo schemą. 
2) Taikydami išvestinę, ištirkite funkciją: 
a) Ax) = 2x — x? - 8; b) Ax) = 2x? + 3x - 1. 
3) Ištirkite funkciją f pagal bendrąją schemą ir nubraižykite jos grafiką: 


a) f(x) = x? — 2. b) Ax) = sinžx — sin x. 
x 


13. 1) Suformuluokite funkcijos didžiausios ir mažiausios reikšmės atkarpoje 
ieškojimo taisyklę. 
2) Raskite funkcijos didžiausią ir mažiausią reikšmes atkarpoje: 
a) Ax) = 3x — x? atkarpoje [-1; 4]; 


b) Ax) = x — sin 2x atkarpoje [o z| 


14. 1) Apibrėžkite funkcijos antrąją išvestinę. Ką vadiname harmoninio svy- 

ravimo diferencialine lygtimi? 

2) Įsitikinkite, kad funkcija y(t) yra nurodytos diferencialinės lygties spren- 
dinys: 

a) y(t) = 2 cos[t-5), y” = —y. 

b) y(t) = 3 sin (0,34 + 1), y” + 0,09y = 0. 

3) Parašykite harmoninio svyravimo diferencialinę lygtį, kai: 

a) x = 2 cos (t — 1); b) x = 2 sin (0,4t — 7). 
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374. Ay) = 2y? + 3y? - 2y + 1. Raskite: 


a) f(x); b) f'(0); c) fu); d) f'(2x - 1). 
375. f(x)= at qa ja -x. Raskite: 
a) f(x); b) /'(0); c) FO; d) e). 


376*.Išveskite formulę, pagal kurią skaičiuojama funkcijų sumos išvestinė, 
kai dėmenų skaičius baigtinis. 
377. Išveskite trijų funkcijų u, v, w sandaugos išvestinės skaičiavimo taisyklę: 


/ 


(u-v -wy =w- v'w+u'v'w+u'v- w. 
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378. 


379. 


380. g(x 


381. 


382. 


383. 


384. 


385. 


386. 
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z+5 


u(z) = i . Raskite: 


a) u(z); b) u(x — 3); c) u*(0); d) u'(2?). 


_Be=dft 


f(t)= ES, Raskite: 


a) ft); b) f(4); c) f); d) ff. 


( le 5x+3 


Jx +2 
a) g'(x); b) 814); c) 81); d) g'(x). 


. Raskite: 


3 2 
a) h(u)= u -2u a A Raskite hu). 
b) T AA 


x 4 


pR, Raskite v'(x). 
X x 


c) Raskite u'(a), kai ula) = EREN 
ro G 


d) Raskite ®'(v), kai P(v) = E +80. 
U 


Nubraižykite funkcijos y= Vl (x-3) grafiką. 


Raskite funkcijos išvestinę (383-384). 

a) v(x) = (x? — 2x + 3) (3x? + 2x + 1); 

b) f(x) = (ax + b) (cx? + dx + e); 

c) f(y) = (3y + 1) (y — 3). Raskite f'(x), f(0), f(2); 
d) g(u) = 6u? (5u? + 1). Raskite gy), g(0), g'(-1). 


= b y=J/3-2x; 
v2+x2 
e) f(t)=vVtt -t + -1. Raskite F(0, f(2); 


2 
Ž | i 
d) g(y)= y=- . Raskite g'(x), g'(2). 
y +1 


a) y= 


Kuriame funkcijos y = Jx grafiko taške liestinė su abscisių ašimi sudaro: 


a) 45* kampą; b) 60° kampą? 


Nubraižykite grafiką kokios nors funkcijos, turinčios taške x šitokias 


savybes: 

a) f(xo) = O ir f'(x) = 0; 
b) f(x) = O ir f'(x) < 0; 
c) f(x) = O ir f(xp) > O. 
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387. 


389. 


391. 


393. 


396. 


399. 


402. 


405. 


406. 


Raskite funkcijos didėjimo (mažėjimo) intervalus (387—392). 


X 
= š 2 2 y 
ae) = 3 388. f(x) = 2x? + 3x + 4 
1 3 1 2 
g(x) = 3x? + 2x + 1. 390. g(x)=7x + X 2-2. 
1 
g(x) = 3x? — 2x + 1. 392. fæ) =x + Ey 


Ištirkite funkcijos didėjimą (mažėjimą) ir ekstremumus (393—395). 


s(t)= > 394. u(t)=v1? -1. 395. f(x)=Wr?*-x?. 


Taikydami išvestinę, nubraižykite funkcijos grafiką (396—404). 


y = x? (x - 2). 397. y = x* — 4x?. 398. y = x? — 3x? — 9x. 
E. S xy 3 
y =x + 3x? + 1. 400. y=—+T-x%. 401. y=|=| (x-5)”. 
4 3 6 
y 403. y=xV2-x7. 404. y=Jx+J4-x. 
x — 


Ištirkite kvadratinę funkciją ir nubraižykite jos grafiką: 


1 
a) ọ(x) = 3x? + 4x + 2; b) f(x) = 9% — 3x + 4; 


1 
c) g(x) = —-3x? + 5x — 4; d) u(x) = L + 2x + 5. 


Iš kvadratinės funkcijos grafiko (101 a) b) c) pav.) nustatykite koe- 
ficientų a, b, c ir diskriminanto ženklus. 


y y y 
0 
A 0! x 
0 X 
b) c) 


x 
a) 


101 pav. 
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407. 


408. 


409. 


410. 


411. 


412. 


413. 


414. 


415. 
416. 


417. 


418. 
419. 


420. 
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Išspręskite nelygybes (407—408). 


a) 3x? - 2x — 1 < 0; b) 6x? + x — 2 < 0; 
0)x?-2x+1<0; d) ¿42 + 5 > 0. 
a) 4x? + 4x + 1>0; b) 3x? + Tx — 7 > 0; 
c) 9x* — 10x? + 1 < 0; d) 4x* + 10x? — 66 < 0. 
Ištirkite funkcijas ir nubraižykite jų grafikus: 

a) g(x) = 3x? — 2x? + 4; b) h(x) = 3x* — 3x? + 5; 
c) u(x) = x? — 3x? + 2; d) wlx) = xP + x. 


Raskite funkcijos g(x) = x? — 3x? + 3 mažiausią ir didžiausią reikšmę 
atkarpoje: a) [-1; 1]; b) [1; 3]. 


Raskite funkcijos h(x) = 2x3 — 9x? + 2 mažiausią ir didžiausią reikšmę 
atkarpoje: a) [-1; 1]; b) [1; 3]. 


Iš visų į pusskritulį įbrėžtų stačiakampių (viena stačiakampio kraštinė 
yra pusskritulio skersmenyje) raskite tą, kurio plotas didžiausias. 


Koks turi būti nurodyto tūrio kūgio aukštinės ir pagrindo skersmens 
santykis, kad kūgio šoninis paviršius būtų mažiausias? 


Kaip reikia sulenkti l ilgio vielos gabalą, kad jis ribotų didžiausio ploto 
stačiakampį? 


Raskite didžiausio ploto lygiašonį trikampį, kurio perimetras lygus 2p. 


a) Skaičių 10 išreikškite dviejų teigiamų dėmenų suma taip, kad jų kvad- 
ratų suma būtų mažiausia. 


b) Skaičių 8 išreikškite dviejų teigiamų dėmenų suma taip, kad jų kubų 
suma būtų mažiausia. 


Į lygiašonį trikampį, kurio pagrindas 20 cm, o aukštinė 8 cm, įbrėžtas 
stačiakampis. Stačiakampio viena kraštinė yra trikampio pagrinde. Kokia 
turi būti stačiakampio aukštinė, kad jo plotas būtų didžiausias? 


Raskite skaičių, kurį sudėję su jo kvadratu gautute mažiausią sumą. 


Valtis yra už 3 km nuo kranto artimiausio taško A. Valties keleivis nori 
nuvykti į tame krante esantį kaimą B, nutolusį nuo A per 5 km. Valties 
greitis 4 km/h, o keleivis pėsčiomis per valandą nueina 5 km. Prie kurios 
kranto vietos turi priplaukti valtis, kad keleivis trumpiausiu laiku nu- 
vyktų į kaimą B? 


Iš visų to paties tūrio ritinių raskite tą, kurio viso paviršiaus plotas yra 
mažiausias. 


Papildomieji II skyriaus pratimai 137 


421. 


422. 


423. 


424. 


425. 


426. 


427. 


428. 


429. 


5 m ilgio atkarpos AB galai šliaužia koordinačių ašimis. Taškas A juda 
2 m/s greičiu. Koks taško B greičio modulis tuo momentu, kai taškas A 
yra per 3 m nuo koordinačių pradžios? 


Vertikaliai pastatytų kopėčių ilgis lygus 5 m. Apatinis kopėčių galas 
pradeda slysti pastoviu 2 m/s greičiu. Kokiu greičiu ir kokiu pagreičiu 
laiko momentu t leidžiasi viršutinis kopėčių galas? 


Nevienalytis strypas AB yra 12 cm ilgio. Jo dalies AM masė tiesiog pro- 
porcinga taško M atstumo nuo galo A kvadratui ir yra lygi 10 g, kai AM = 
= 2 cm. Raskite: 1) viso strypo AB masę ir ilginį tankį bet kuriame strypo 
taške; 2) strypo ilginį tankį taškuose A ir B. 


m masės kūnas juda tiese pagal dėsnį s(t) = at? + Bt+ y (a, B, y — 
konstantos). Įrodykite, kad kūną veikianti jėga yra pastovi. 


Ratas sukasi taip, kad posūkio kampas proporcingas laiko kvadratui. 
Pirmąkart ratas apsisuko per 8 s. Apskaičiuokite rato kampinį greitį po 
48 s nuo sukimosi pradžios. 


Kūnas iš 10 m aukščio buvo išmestas vertikaliai aukštyn pradiniu greičiu 
40 m/s. Raskite: a) kokiame aukštyje nuo žemės paviršiaus jis bus po 1 s; 
b) per kiek sekundžių kūnas pakils aukščiausiai ir koks tada bus jo 
atstumas nuo žemės (laikykite g = 10 m/s?). 


Apvalus metalinis diskas kaitinamas plečiasi taip, kad jo spindulys to- 
lygiai ilgėja 0,01 cm/s. Kokiu greičiu didėja disko plotas tuo momentu, 
kai jo spindulys lygus 2 cm? 


Lempa kabo 12 m aukštyje virš tiesaus horizontalaus tako, kuriuo eina 
1,8 m ūgio žmogus. Kokiu greičiu ilgėja jo šešėlis, kai žmogus tolsta 
50 m/min greičiu? 


Iš visų į apskritimą įbrėžtų stačiakampių raskite tą, kurio plotas didžiau- 
sias. 


S 
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$ 8. PIRMYKŠTĖ FUNKCIJA 
30. PIRMYKŠTĖS FUNKCIJOS APIBRĖŽIMAS 


Prisiminkime, kaip diferencijavimas pritaikomas mechanikoje. Jei pra- 
diniu laiko momentu + = 0 kūno greitis lygus 0, t. y. v(0) = 0, tai laisvai 
krisdamas kūnas laiko momentu + bus nuėjęs kelią 


s(t) = ze. (1) 
Diferencijuodami randame greitį: 
s(t) = v(t) = gt. (2) 
Dar kartą diferencijavę, gauname pastovų pagreitį: 
v(t) = alt) = g. (3) 


(1) formulę Galilėjus išvedė empiriškai. Tačiau mechanikai būdingesnis 
kitas klausimas: iš dėsnio, pagal kurį kinta pagreitis (nagrinėjamu atveju jis 
yra pastovus), reikia nustatyti greičio v(t) kitimo dėsnį ir apskaičiuoti koor- 
dinate s(t). Kitaip sakant, iš funkcijos išvestinės v'(t) = a(t) reikia rasti v(t), po 
to, remiantis išvestine s'(t) = v(t), rasti s(t). 

Tokie uždaviniai sprendžiami diferencijavimui atvirkštine operacija — inte- 
gravimu. Su integravimu susipažinsime šiame skyriuje. 

Apibrėžimas. Funkcijos f pirmykšte funkcija nurodytame 
intervale vadinama funkcija F, kuri su visomis to intervalo x reikšmė- 
mis tenkina lygybę 

F'(x) = f(x). (4) 
3 
1 pavyzdys. Funkcija F(x) = > yra funkcijos f(x) = x? pirmykštė 


funkcija intervale (-+; =), nes 


kai x€ (=oo; 00), 
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3 
Nesunku pastebėti, jog funkcija A +7 turi tą pačią išvestinę x?. Todėl ir 
3 


funkcija Ony yra funkcijos x? pirmykštė funkcija aibėje R. Aišku, kad vietoj 
7 galima parašyti bet kurią kitą konstantą. Taigi pirmykštės funkcijos radimo 
uždavinys turi be galo daug sprendinių. 31 skyrelyje išsiaiškinsime, kaip visi 
tie sprendiniai randami. 

2 pavyzdys. Funkcijos f(x)= z pirmykštė funkcija intervale (0; oo) 
yra F(x)=2 Vx, nes 

2Vx = == = f X), 
F(a)= (245) =2====1(3 
kai x — bet kuris to intervalo taškas x. Kaip ir 1 pavyzdyje, 2x +C 10 — 
bet kokia konstanta) yra funkcijos Ed pirmykštė funkcija tame pačiame inter- 
vale (0; oo). e 
1 
3 3 pavyzdys. Funkcija F(x)=— nėra funkcijos f(x)= e pirmykštė 
x x 
funkcija intervale (—o; œ), nes lygybė F(x) = f(x) taške 0 nėra teisinga. 

Tačiau funkcija F yra funkcijos f pirmykštė funkcija kiekviename iš in- 
tervalų (=o0; 0) ir (0; o). 

Šį uždavinį galima apibendrinti. Pavyzdžiui, funkcijos f(x)= 3Jx pirmykš- 
tė funkcija intervale (0; œ) yra F(x)= 2xJx. Pastaroji funkcija neapibrėžta, 
kai x < 0, todėl negalima kalbėti apie funkcijos F išvestinę taške 0. Tačiau su 
kiekvienu Ax > 0 teisinga lygybė AF(0)= 2Ax/ Ax. Iš čia AF(0) > 0, kai Ax > 0 
ir Ax > 0. Todėl sakoma, kad F yra funkcijos f pirmykštė funkcija intervale 
[0; œ), kuriam taškas x = 0 jau priklauso. Bendresnis apibrėžimas būtų šitoks. 
F vadinama funkcijos f pirmykšte funkcija intervale [a; b), jeigu F” = f intervale 
(a; b) ir AF(a) > 0, kai Ax >0ir Ax > 0. F vadinama funkcijos f pirmykštė 
funkcija intervale (a; b], jeigu F’ = f intervale (a; b) ir AF(b) > 0, kai Ax — 0 


bei Ax < 0. Analogiškai galima apibendrinti pirmykštės funkcijos sąvoką ir 
kituose intervaluose.«wp” 


Pratimai 


Įrodykite, kad F yra funkcijos f pirmykštė funkcija nurodytame intervale 
(430—433). 


430. a) F(x) = x5; Ax) = 5x*, xe(—%; 00); 
b) F(x) = sin x + 3; Ax) = cos x; xe (o; >); 
0) Fa) = Lat fa) = =a; xe (os o); 


d) F(x) = į — cos x; fx) = sin x; xe (—o; 00), 
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431. a) F(x) = 4xVx; Ax) = 6Vx; xe(0; =); 


1 T_T 
k 
Lakis pe w LAS 


c) Fo) = 04 dx" — 5; Re) = Va; xe(0; 00); 


d) Fx) = 3 - ctg x; fx) = — 77; xel0; m). 
sn X 
2 1 
432. a) P(1)=—-2; 1()2L>; 2000; 0 
Va Ja 
1 
b) F(x); f(x)= ; xe (o; 0); 
P la 
c) Fix) = 14 - —; f(x) = ur xe (0; 00); 
x? 
d) FG) = 9 - L f(x) = en xe (—oo; 0) 
x 


433. a) F(u)= 3%; f(x) = x; xeR; 


b) F()= LA; f(x) = x°; xeR; 


c) F(x) = sin?x; f(x) = sin 2x; xe R; 
d) F(x) = sin 3x; f(x) = 3 cos 3x; xe R. 
Raskite funkcijos f pirmykštę funkciją aibėje R (434—435). 
434. a) f(x)= 25 b) f(x) = x; 0) fa) = x; d) f(x) = xt, 


435. a) f(x) = sin x; b) f(x) = cos x; c) f(x) = sin 5x; d) f(x) = cos 7x. 


31. PAGRINDINĖ PIRMYKŠTĖS FUNKCIJOS SAVYBĖ 


Integravimo uždavinys — rasti nurodytos funkcijos visas pirmykštes 
funkcijas. Sprendžiant šį uždavinį, labai praverčia funkcijos pastovumo požymis. 
Jei F'(x) = O intervale I, funkcija F yra pastovi tame intervale. 
Įrodymas. Intervale I fiksuokime skaičių x, Remiantis Lagranžo 
formule, kiekvieną to intervalo skaičių x atitinka toks skaičius c, esantis tarp 
x ir x,, kad yra teisinga lygybė 
F(x) - F(x) = Fc) (x - xp). 
Kadangi cel (c yra tarp intervalo I skaičių x ir x,), tai pagal teiginio sąlygą 
F'(c) = 0. Todėl 
F(x) - F(x) = 0 
Vadinasi, visi x iš intervalo I tenkina lygybę 
F(x) = F(x), 
t. y. funkcija F turi pastovią reikšmę. 
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Išnagrinėkime pirmykščių funkcijų pagrindinę savybę. 
Bet kurią funkcijos f(x) pirmykštę funkciją intervale I galima iš- 
reikšti šitaip: 

F(x) + C; (1) 
čia C — konstanta, o F(x) — viena iš funkcijos fíx) pirmykščių funkcijų 
intervale I. 

Paaiškinsime šį teiginį plačiau. Jame glaustai nurodytos dvi savybės: 
1) jeigu (1) reiškinyje vietoj C parašysime bet kokį skaičių, tai gausime funk- 
cijos Ax) pirmykštę funkciją intervale I; 2) jeigu O(x) — bet kuri funkcijos Ax) 
pirmykštė funkcija intervale I, tai galima rasti tokį skaičių C, kad visos x 
reikšmės iš intervalo I tenkintų lygybę 
(x)= Flx) + C. 


Įrodymas. 1) Sakykime, F — funkcijos f pirmykštė funkcija interva- 
le I. Vadinasi, 
F(x) = Ax), 
kai xel. Todėl 
(Fo) + CY = F(x) + C= Ax) + 0 = Ax), 


t.y. F(x) + C — funkcijos Ax) pirmykštė funkcija. 
2) Tarkime, kad O(x) — viena iš funkcijos f pirmykščių funkcijų interva- 


le I, t. y. 
Dx) = Ax), 
kai xel. Tada 
(Díx) - F(x) = Dx) - F(x) = Ax) - Ax) = 0. 


Iš čia, remiantis funkcijos pastovumo požymiu, išplaukia, kad skirtumas O(x) — 
— F(x) yra pastovi funkcija intervale I. 
Vadinasi, su visais x iš intervalo I 


Dx) — F(x) = C, 
t. y. Olx) = F(x) + C. 
Tai ir reikėjo įrodyti. 

Pagrindinę pirmykščių funkcijų savybę ga- 
lima paaiškinti geometriškai: funkcijos f bet ku- 
rių dviejų pirmykščių funkcijų grafikai gauna- y 
mi vienas iš kito lygiagrečiuoju postūmiu išilgai 
Oy ašies (102 pav.). 

1 pavyzdys. Taškas juda tiese pastoviu 
pagreičiu a. Pradiniu momentu t, = 0 taško pra- 
dinė koordinatė lygi x,, o pradinis greitis ly- 
gus v,. Raskime taško koordinatę x(t) kaip laiko 


funkciją. 
Kadangi x“(t) = v(t) ir v(t) = alt), tai iš są- 
lygos a(t) = a išplaukia 0 x 
v(t) = a. 
Iš čia 


v(t) = at + Ci (2) 102 pav. 
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y Įrašę t, = 0 į (2) lygybę, gauname 
CU 
Todėl 
x(t) = v(t) = at + vs. 


Vadinasi, 2 


a(t)= E +vot+ C3. (3) 
Norėdami rasti C,, į (3) lygybę įrašykime 
t, = 0. Gausime C, = x,. Todėl 


2 
x(t)= = +Ugt+ xo- 


2 pavyzdys. Raskime funkcijos ER 
103 pav. . š sk ; 3 x 
pirmykštę funkcija*, kurios grafikas eina per 
tašką M(9; -2). 
Funkcijos 12 pirmykščių funkcijų bendroji išraiška yra 


Vx 
2Vx +C. 


Tu pirmykščių funkcijų grafikai pavaizduoti 103 paveiksle. 


Ieškomosios pirmykštės funkcijos grafiko taško M(9; -2) koordinatės turi 
tenkinti lygtį 2V9 +C = -2. 
Iš jos randame: C = -8.Vadinasi, ieškomoji pirmykštė funkcija yra 


F(x)=24x -8. 


Pateiktoje lentelėje nurodytos kai kurių funkcijų pirmykštės funkcijos: 


E k (kons- = 1 1 
nkcija ne i cos x 
decai tanta) | Er čio cos? x sin? y 


E 
i Vx 
Pirmykštės funk- qn 1 
cijos bendroji iš- kx+C +C 2x +C —<osx+C|sinx+C | tgx+C |-ctgx+C 
raiška n+1 


Savarankiškai patikrinkite, ar lentelė užpildyta teisingai. 


* Ieškant funkcijos f pirmykštės funkcijos, trumpumo dėlei funkcijos f apibrėžimo intervalas 
nenurodomas. Juo laikomas ilgiausias intervalas, kuriame apibrėžta funkcija f. Nagrinėjamu atveju 


funkcija f == apibrėžta intervale (0; oo). 


Vx 
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Pratimai 
436. Įsitikinkite, kad F yra funkcijos f pirmykštė funkcija: 
a) F(x) = sin x — x cos x; fx) = x sin x; 


b) F(x) = cosx + x sin z; flx) = x cosx; 


c) Flx) = Vx? +1; fa) = —. 
x? +1 
Raskite funkcijos f pirmykštę funkciją, kurios grafikas eina per nurodytą 


tašką M(437—438). 


1 
437. a) fix) = x*; M(2; 1); b) AA) = — 35 mE o) 
cos” x 4 


c) Ax) = sin x; M(0; 3); d) Ax) = -2; M(3; 5). 


1 
438. a) Ax) = ee M5 3) b) Ax) = cos x; m5 o) 
x 


La 

Jx > 

439. Raskite funkcijos f pirmykštę funkciją F, įgyjančią nurodytą reikšmę 
nurodytame taške: 


c) Ax) = Vx; M(9; 10); d) Ax) = MIA; 4). 


a) Ax) = x?; F(3) = 0; b) Ax) = Ai F) =-1; 
x 
: 1 T 
c) fx) = sin x; Fln) = 7; d) Ax) = —=; mi) 
cos” x 4 


32. TRYS PIRMYKŠČIŲ FUNKCIJŲ RADIMO TAISYKLĖS 
Pirmykščių funkcijų ieškojimo taisyklės panašios į atitinkamas diferen- 
cijavimo taisykles. 
1. Jei F yra funkcijos f pirmykštė funkcija, o G — funkcijos g pir- 
mykštė funkcija, tai F + G yra funkcijos f + g pirmykštė funkcija. 
Kadangi F’ = fir Œ = g, tai pagal sumos išvestinės skaičiavimo taisyklę 
(F+G/ =FF+ G =f+ g. 
2. Jei F yra funkcijos f pirmykštė funkcija, o k — konstanta, tai kF 
yra funkcijos kf pirmykštė funkcija. 
Kadangi pastovų dauginamąjį galima iškelti prieš išvestinės ženklą, tai 
(RFY = kF = kf. 
3. Jei F(x) yra funkcijos f(x) pirmykštė funkcija, o k + 0 ir b — 
konstantos, tai Pax + b) yra funkcijos f(kx + b) pirmykste funkcija. 
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Iš tiesų pagal sudėtinės funkcijos diferencijavimo taisyklę: 


(Ft) E ¿Po +b)-k=f(kx+b) 


Pateikiame šių taisyklių pritaikymo pavyzdžių. 


1 pavyzdys. Raskime funkcijos x? + as pirmykščių funkcijų bendrąją 
y? 


israiska. xt 
Kadangi viena iš funkcijos x* pirmykščių funkcijų yra má o viena iš funk- 
1 1 
cijos Zz pirmykščių funkcijų yra 24 tai pagal 1 taisyklę viena iš funkcijos 


3 1 . a e xt 1 
po pirmykščių funkcijų yra =--—. 
x 


4 
1 
Atsakymas: S 4 
4 X 


2 pavyzdys. Raskime vieną funkcijos Ax) = 5 cos x pirmykščių funk- 
cijų. 
Kadangi cos x viena pirmykščių funkcijų yra sin x, tai, remdamiesi 2 tai- 


sykle, gauname atsakymą: 5 sinx. 


3 pavyzdys. Raskime funkcijos sin (3x — 2) vieną pirmykščių funkcijų. 


Funkcijos sin x viena pirmykštė funkcija yra —cos x. Remiantis 3 taisykle, 
ieškomoji pirmykštė funkcija lygi 


= 5 cos(3x — 2). 


1 
4 pavyzdys. Raskime funkcijos aa vieną pirmykščių funkcijų. 
7-3x 


Kadangi = yia funkcijos E pirmykštė funkcija, tai ieškomoji funkcija 
X 


x 
pagal 3 taisykle lygi 


1 -1 1 


3 4(7-3x)} 19(7-3x) 


5 pavyzdys.2 kg masės materialus taškas juda Ox ašimi, veikiamas 
jėgos, nukreiptos išilgai ašies. Laiko momentu + ta jėga lygi F(t) = 3t — 2. 
Raskime taško judėjimo dėsnį x(t), kai momentu t = 2 s taško greitis lygus 
3 m/s, o koordinatė x lygi 1 (jėga F matuojama niutonais, laikas + — se- 
kundėmis, o kelias x — metrais). 

Sprendimas. Pagal antrąjį Niutono dėsnį 


F = ma. 
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Todėl pagreitis a lygus B Vadinasi, 
m 
F 3 


—=-t-1. 
a(t) a 


Taško greitis v(t) yra jo pagreičio a(t) pirmykštė funkcija, todėl 
3, 
u(t)==t*-t+C,. 
(=$ 00, 
Konstanta C, randame iš sąlygos v(2) = 3: 


3 
7124-68 t. y. Ci = 2 


Vadinasi, 


qe -1+2. 


Koordinatė x(t) yra greičio v(t) pirmykštė funkcija, todėl 


1:5 1 
x= € pai +2t+ C3. 


Konstantą C, randame iš sąlygos x(2) = 1: 


1 1 

—-8---4+4+C,=1, = 3. 
4 9 2 Cy 3 
Taigi taško judėjimo dėsnis yra 


s(t)=1 -1+ 2-3. 
4 2 


Pratimai 


Raskite funkcijos (440—442) pirmykščių funkcijų bendrąją išraišką. 


440. a) 5x? — 1; b) e — 4 sin x; c) kx + b; d) ax? + bx + c. 
x 
441. a) 1 — cos 3x; b) a „0 c) 3 : d) 7sin*4 2 
sin? 3x cos? 5x cos? 4x 
442. a) == yt e d) 8(11 - 3x). 


V3x-2" Va +7 (6x7) 


443. Nuo žemės paviršiaus aukštyn išmestas akmuo. Nepaisydami oro pa- 
sipriešinimo ir laikydami laisvo kritimo pagreitį g = 9,8 m/s?, raskite: 
1) didžiausią akmens pakilimo aukštį, kai pradinis greitis v,; 2) akmens 
greitį trajektorijos aukščiausiame taške; 3) laiką, per kurį akmuo nukris 
žemėn (greitis matuojamas metrais per sekundę). 


10. 1046 
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444*, Raskite kelią, kurį nueina taškas per laiko tarpą nuo t = 0 iki t = 5s, 
kai taško greitis kinta pagal dėsnį v = 9,8: — 0,003£?. Koks to taško pagreitis 
kelio pabaigoje (greitis matuojamas metrais per sekundę)? 


445*. Judančio taško greitis kinta pagal dėsnį v= Rt+ aJt. Raskite kelią, 
kurį tas taškas nueis per laiko tarpą nuo + = 0 iki t = 4 ir pagreitį kelio 
pabaigoje. 

446. m masės materialus taškas juda Ox ašimi, veikiamas jėgos, kurios 
kryptis lygiagreti su ta ašimi. Laiko momentu t ta jėga lygi F(t). Raskite taško 
judėjimo dėsnį x(t), kai laiko momentu t = t, taško greitis lygus v,, o taško 
koordinatė lygi x, (F(t) matuojama niutonais, t — sekundėmis, v — metrais 
per sekundę, m — kilogramais). Spręskite su šitokiomis reikšmėmis. 

a) F(t)=6-9,t,=1,v,=4, x, = -5, m = 3; 

b) F(t) = 5 h= E ü= l 00) =28: m = DB: 
t 2 

c) F(t) = 14 sint, t, = 2, V, = 2, x, =8, m= T; 


d) F(t) = 18 cost, t = 0, v, = -5, x, = 9, m = 6. 


$ 9. INTEGRALAS 
33. KREIVINĖS TRAPECIJOS PLOTAS 


Sakykime, Ox ašies atkarpoje [a; b] apibrėžta tolydi pastovaus ženklo 
funkcija f. Figūra, apribota tos funkcijos grafiko, atkarpos [a; b] bei tiesių x = 
=a ir x = b (104 pav.), vadinama kreivine trapecija. 105—108 paveiksle pateikti 
keli kreivinių trapecijų pavyzdžiai. 

Skaičiuojant kreivinių trapecijų plotus, dažnai taikoma šitokia teorema. 

Teorema. Sakykime, f — tolydi ir neneigiama atkarpoje [a; b] 
funkcija, S — atitinkamos kreivinės trapecijos plotas (žr. 104 pav.). Jei 
F yra funkcijos f pirmykštė funkcija atkarpoje la; b], tai 


S = F(b) - Fla). (1) 


105 pav. 106 pav. 
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108 pav. 


0| a x x+Ax x 


109 pav. 110 pav. 


Įrodymas. Nagrinėkime funkciją S(x), apibrėžtą atkarpoje [a; b]. Jei 
x = a, tai Sía) = 0. Jei a < x < b, tai S(x) — plotas kreivinės trapecijos dalies, 
esančios į kairę nuo vertikalios tiesės, nubrėžtos per tašką M(x; 0) (109 pav.). 
Pabrėšime, kad S(b) = S (S — kreivinės trapecijos plotas). 

Įrodykime, kad 


S(x) = Ax). (2) 
Remiantis išvestinės apibrėžimu, pakanka įrodyti, kad 
AS 
Se) > f(x), kai x>0. (8) 


Išsiaiškinkime skaitiklio AS(x) geomet- 
rinę prasmę. Kad būtų paprasčiau, laiky- 
kime Ax > 0. Kadangi AS(x) = Síx + Ax) — 
— S(x), tai AS(x) — 110 paveiksle pilkos fi- 
gūros plotas. Dabar nubraižykime to paties 
ploto AS(x) stačiakampį, kurio pagrindas — 
atkarpa [x; x+ Ax] (111 pav.). Dėl funkcijos 
tolydumo stačiakampio viršutinis pagrin- 
das kirs funkcijos grafiką tam tikrame taš- 
ke, kurio abscisė ce [x; x + Ax] (priešingu 
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atveju stačiakampio plotas būtų didesnis arba mažesnis 
už AS(x)). Vadinasi, stačiakampio aukštinė lygi Ac). Pa- 
gal stačiakampio ploto formulę AS(x) = Ac) - Ax. Iš čia 
AS(x) se IA TN À 
a f(c). Si formulė teisinga ir kai Ax < 0. Kadangi 
taškas c yra tarp x ir x + Ax, tai c artėja prie x, kai Ax > 
> 0. Remiantis funkcijos f tolydumu, Ac) > Ax), kai 


AS(x) 


Ax > 0. Taigi r kai Ax > 0. 


(2) formulė įrodyta. 

Įsitikinome, kad S(x) yra funkcijos fx) pirmykštė 
funkcija. Todėl pagal pagrindinę pirmykščių funkcijų sa- 
vybe su visais xela; b] teisinga lygybė 

Síx) = Flx) + C, 
kai C — konstanta, o F(x) — viena funkcijos Ax) pirmykščių funkcijų. Kons- 
tantą C rasime, vietoj x įrašę a: 
F(a) + C = Sía) = 0. 
Iš čia C = —F(a). Vadinasi, 


112 pav. 


S(x) = F(x) — Fla). (4) 


Kadangi kreivinės trapecijos plotas lygus S(b), tai (4) formulėje vietoj x 


parašę b, gausime: 
S = S(b) = F(b) - Fla). 


Pavyzdys. Kreivinę trapeciją, kurios pagrindas yra atkarpa [1; 2], 
apriboja funkcijos Ax) = x? grafikas (112 pav.). Apskaičiuokime jos plotą. 
3 
Sprendimas. Funkcijos Ax) = x? pirmykštė funkcija yra F(x)= 2 


Todėl 


"a B g 

w Matėte, kad, skaičiuodami išvestinę, dažniausiai susiduriame tik su 
skaičiavimo sunkumais. Ieškant funkcijos pirmykštės funkcijos, atsiranda pa- 
pildomų sunkumų. Pavyzdžiui, ne visada iš karto aišku, ar nagrinėjama funk- 
cija turi pirmykštę funkciją. Čia reikia pabrėžti, kad kiekviena intervale I 
tolydi funkcija turi pirmykštę funkciją tame intervale. Tai iš dalies paaiškėja 
iš anksčiau išvestos (2) formulės. Tačiau yra funkcijų, kurių pirmykštės funk- 
cijos neišreiškiamos mokykloje nagrinėjamomis funkcijomis. Tokia, pavyzdžiui, 


yra funkcija Vx’ +1. W 
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Pratimai 


Apskaičiuokite plotą figūros, kurią riboja funkcijų grafikai (447—448). 


447. a) y = x, y=0, x = 3; b) y =008x,y=0,x=0 0 =>; 
c) y = sinx, y =0, 0 <x< r; dy=L,y=0*+=1,x=2 
X 
448. a) y = 2x - x’, y = 0; b) y = (x + 2}, y = 0, x = 0; 
dy=L,y=4x=8; dy=xw,y=0,x=1. 
Xx 


34. INTEGRALAS. NIUTONO IR LEIBNICO FORMULÉ 


Kreivinės trapecijos plotą galima apskaičiuoti ir kitaip. 

Paprastumo dėlei tarkime, kad funkcija f yra neneigiama ir tolydi 
atkarpoje [a; b]. Tada atitinkamos kreivinės trapecijos plotą apytiksliai galima 
apskaičiuoti šitaip. 

Atkarpą la; b] padalykime taškais x, = a < x, < X, < «< X, ,<x,=bįn 
vienodo ilgio atkarpų. Tarkime, kad 


Ax =ZXp- Xp (k=1, 2, Say n). 


n 


Laikydami kiekvieną atkarpą [x, ,; x,] pagrindu, braižome stačiakampį, kurio 


aukštinė lygi fx, ,). To stačiakampio plotas lygus 


flera) A= E fara) 


o visų tokių stačiakampių (113 pav.) plotų suma lygi 


S, S (lao) Aa) tt Pla) 


Iš funkcijos f tolydumo išplaukia, kad nubraižytų stačiakampių sąjunga, 
kai n didelis (t. y. kai Ax mažas) „beveik sutampa“ su nagrinėjamąja kreivine 
trapecija. Todėl darome prielaidą, kad su dideliais n apytikslė lygybė S, = S 
teisinga bet kokiu tikslumu. Trumpai sakoma: „S, artėja prie S, kai n neap- 
rėžtai didėja“ ir rašoma S, > S, kai n > =. 

Si prielaida yra teisinga. Be to, įrodo- 
ma, kad S. artėja (kai n > co) prie tam tikro 
skaičiaus, kad ir kokia būtų atkarpoje [a; 

b] tolydi (nebūtinai neneigiama) funkcija f. 
Tas skaičius vadinamas (pagal apibrėžimą) 
funkcijos f integralu nuo a iki b ir žymimas 


b 
[f(x)dx, t. y. 
a b 
S, > f f(x)dx, kai n > = (1) 


113 pav. 
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(skaitoma: ,integralas nuo a iki b ef iks de 
iks“). Skaičiai a ir b vadinami integravimo 
rėžiais, a — apatiniu, b — viršutiniu rėžiu. 
Žymuo | vadinamas integralo ženklu. Funk- 
cija f vadinama pointegraline funkcija, o kin- 
tamasis x — integravimo kintamuoju. 
Taigi, jei Ax) > 0 atkarpoje [a; b], tai 
atitinkamos kreivinės trapecijos plotas S 


114 pav. 


išreiškiamas formule 


S= [f(x)dx. (2) 


wW Norint apytiksliai apskaičiuoti integralą, galima nagrinėti sumas S.. 
Tačiau patogiau skaičiuoti sumą 


s, =t E Flo) + Fa) +02) +--+ Plrn-1)+ 0)! 


kurios dėmenys (kai funkcija f teigiama) yra į kreivinę trapecija „įbrėžtų“ 
laužčių apribotų trapecijų (žr. 114 pav.) plotai. 
Iš tiesų, pritaikę trapecijos ploto formulę, gauname: 


ge f(xo)+f(x1) b-a „Fli)+ fl) b-a 


+...= 
si 2 n 2 n 


E E)! 


Palygine kreivinés trapecijos ploto formules 
b 
S = F(b) — F(a) ir S= f| f(x)dx, 
darome išvadą: jei F — funkcijos f pirmykštė funkcija atkarpoje [a; b], tai 
b 
f f(x)dx = F(b) - F(a). (3) 
a 
(3) formulė vadinama Niutono ir Leibnico formule. Ji teisinga kiekvienai 


tolydžiajai atkarpoje [a; b] funkcijai f. 


Išnagrinėsime Niutono ir Leibnico formulės pritaikymo pavyzdžių. 
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1 pavyzdys. Apskaičiuokime 


2 


[rar 


-1 


x 
Kadangi funkcijos x? pirmykštė funkcija yra 3? tai 


b 
Funkcijos F pokytį patogu trumpai žymėti F(x) , t. y. 
F(b)- Fla) = F(x)“. 


a 


Remiantis šiuo žymeniu, Niutono ir Leibnico formulė paprastai rašoma šitaip: 


b 
[f(x)dx = F(x)". (4) 


2 pavyzdys. Pritaikę (4) žymenį, gauname: 


T 
[sin xdx = -cosx = -cost — (-cos0) = 2. 
0 


0 
Pastaba. Remiantis pateiktu integralo apibrėžimu, negalima sudaryti 


1 
funkcijos po integralo nuo —1 iki 2, nes atkarpoje [-1; 2] funkcija nėra tolydi. 
Be to, AŽ nėra funkcijos o pirmykštė funkcija toje atkarpoje, nes taškas 0 
x x 
nepriklauso funkcijos = apibrėžimo sričiai. 
x 


3 pavyzdys. Apskaičiuokime kreivių y = 1- x ir y = 3 - 2x — x? 
apribotos figūros plotą. 

Nubraižome tas kreives (115 pav.). Jų susikirtimo taškų abscises randame 
iš lygties 

1- x = 3 — 2x — x?. 
Išsprendę šią lygtį, gauname x = 1 ir x = -2. Ieš- 
komasis plotas lygus kreivinės trapecijos BADC ir tri- 
kampio BAC plotų skirtumui. Pagal 2 formulę 
1 4 í 

Sae = |(8-2-1°)de=(3x -1 - a = 


-2 
2 


Laja (P as 
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Vadinasi, pilkos figūros plotas lygus 


S=8S 


BADC 


Pastaba. Integralo sąvoką naudinga apibendrinti, laikant 
b a 
J f(x)dx =-jf(x)dx, kai a > b. 
a b 


Sitaip susitarus, Niutono ir Leibnico formulė yra teisinga su visais a ir b 


(skyrium imant, ji f(x)dx=0). 


Pratimai 


Apskaičiuokite integralą (449—451). 


r 


1 2 
449. a) |x*dx; b) |cosxdx; 
-1 r 
R 
4 2 
e) | m š d) [x*dx. 
0 COS“ X Jo 
z 1 
3 
450. a) | -Z BLS 
„sin“ X 2X 
2 
1 0 
c) (e d) fsinxdx. 
i% E 
3 
104 4d 
451. a) IZ: E 
1% į X 
6 d. 2 
o =; o 
1Vx+3 0(2x +1) 


Nusibraižę brėžinį, apskaičiuokite plotą figūros, kurią riboja funkcijų 
grafikai (452—453). 
452. a) y= x x =1, x=3, y = 0; 
b) y= 4, y=0, x = 1; 
c) y=2 + x- x?, y= 0; 


d) y = cosx, y = 0, |1|< 
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453. a) y = x*, y = 2x; by=x,y= x; 


0y=L,y=xw,x=2; 
x 


d)y=Vzx, y=x. 


454. Jei funkcija Ax) tolydi atkarpoje la; b], 
Ax) <0 ir S — atitinkamos kreivinės 


b 
trapecijos plotas, tai | f(x)dx = -S. Įro- 
dykite, a 


b b 
455. Įrodykite, kad J f(x)dx = Í f(x)dx + | f(x)dx. 
a a Cc 
456. Funkcijos f grafikas pavaizduotas 116 paveiksle (kreivinės trapecijos, 
b 
kurių plotai S,, S,, S, pilkos). Įrodykite, kad [f(x)dx = S, - S; +83. 


457. Išveskite integralo su kintamu viršutiniu rėžiu išvestinės formulę 
x , 
(i f (ae) = f(x); 
a 
čia f(x) — tolydi funkcija intervale, kuriam priklauso taškai a ir x. 


458. Sakykime, materialus taškas juda tiese greičiu v(t). Įrodykite, kad taško 
koordinatę x(t) galima apskaičiuoti pagal formule 


t 
x(t)= xo + fa(t)dt, 

to 
kai x, = x(t,) — pradinė taško koordinatė. 


459. Judančio tiese materialaus taško pagreitis lygus a(t); pradinis taško grei- 
tis v, = v(t,). Įrodykite, kad to taško greitį v(t) galima apskaičiuoti pagal 
formulę a 

v(t)= vo + Ja(tjdt. 


to 


35 w. KUNU TŪRIŲ SKAICIAVIMAS 


Nagrinėkime V tūrio kūną ir tarkime, kad yra žinomas jo pjūvio bet 
kuria plokštuma, statmena tam tikrai tiesei, plotas S (117 pav.). Sakykime, Ox 
ašiai statmena plokštuma kerta ją taške x. Tada kiekvieną atkarpos [a; b] 
skaičių x (žr. 117 pav.) atitinka vienintelis skaičius S(x) — kūno pjūvio ta 
plokštuma plotas. Taigi atkarpoje la; b] yra apibrėžta funkcija S(x). Jei funkcija 
S(x) yra tolydi atkarpoje la; b], tai 


b 
V = | S(x)dx. (1) 


Griežtai ši formulė įrodoma matematinės analizės kurse. Mes tik populiariai 
paaiškinsime, kaip ji buvo išvesta. 
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117 pav. 118 pav. 119 pav. 


Atkarpa la; b] padalykime į n vienodo ilgio atkarpų taškais x, = a < x, < 
< x, <.< X, < b= x, ir tarkime, kad 
b-a 


Ax = =Xp — Xp (k = 1, 2, e. $ n) 
n 


(žr. 34 skyr.). Per kiekvieną tašką x, nubrėžkime Ox ašiai statmeną plokštumą 
œ, Tos plokštumos nagrinėjamą kūną supjausto sluoksniais (118, 119 pav.). 
Kai n pakankamai didelis, sluoksnio tarp plokštumų a, ir œ, tūris apytiksliai 
lygus pjūvio ploto S(x, ,) ir „sluoksnio storio“ Ax sandaugai. Todėl 


V = S(x Ax + Síx,JAx +... + Slax JAxs= V. 


n-1 


Ši apytikslė lygybė yra tuo tikslesnė, kuo į plonesnius sluoksnius yra su- 
pjaustytas kūnas, t. y. kuo didesnis n. Todėl V, — V, kai n —> =. Remiantis 
integralo apibrėžimu, 


b 
V, > [S(x)dx, kai n > =. 
1 pavyzdys. Irodykime, kad R spindulio rutulio tūris lygus Enk? 


Nubrėžkime Ox ašį per rutulio centrą O (120 pav.). Kiekviena Ox ašiai stat- 
mena plokštuma, kertanti tos ašies atkarpą [-R; R] taške x, iš rutulio išpjauna 


skritulį, kurio spindulys lygus VR? — x?. To skritulio plotas yra 


TN S(x)= al Re | =1(R? - x°} 


R Y R? Todėl pagal (1) formulę 
R 
V= į "(R - 1? jdx= L 22 Ti Sa. 
3 R 
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2 pavyzdys. Kūgio aukštinė lygi H, o pagrindo spindulys yra R. 
Įrodykime, kad to kūgio tūris lygus È 1RH i 


Nubrėžkime Ox ašį per kūgio viršūnę O statmenai jo pagrindui (121 pav.). 
Bet kuri statmena Ox ašiai plokštuma, kertanti tos ašies atkarpą [0; H] taške x, 


R 
iš kūgio išpjauna skritulį, kurio spindulys lygus H” To skritulio plotas yra 


S(x)= di +) E). 


Kūgio tūrį skaičiuojame pagal (1) formule: 
H 2 2 „3 

= JT A nt, 22 
0 H H? 3 ¡0 
3 pavyzdys. Piramidės, kurios aukštinė H, o pagrindo plotas S, tūris 


= 1 ne? H. 
3 


1 
lygus gas. coa piramidės, kurios aukštinė H, o pagrindų plotai S 


ir s, tūris lygus ; H(S +s+ VSs Ss). Įrodykime. 


Sakykime, piramidės viršūnė yra taškas O (122 pav.). Per tašką O nu- 
brėžkime Ox ašį, statmeną piramidės pagrindui. Tarkime, kad nupjautinės 
piramidės pagrindai kerta Ox ašį taškuose a ir b. Kiekviena Ox ašiai statmena 
plokštuma, kertanti tos ašies atkarpą la; b] taške x, išpjauna iš piramidės 
daugiakampį, panašų į piramidės pagrindą. Todėl to pjūvio plotas S(x) lygus 
i ERa S = S(a) = ka? ir S = S(b) = kb?. 


Nupjautinės piramidės tūrį skaičiuojame pagal (1) formulę: 


ya įkačds = : "a UE 


Ya b-a 2 PA 
= (kb? + kab + ka S 
Taikydami tą formulę piramidei, tariame, kad s = 0. Gauname 
E HS. 
3 


* k= A (Vert. pastaba). 
b 
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pe | 
ES 


| l 


123 pav. 124 pav. 


4 pavyzd ys. Sakykime, kreivinę trapecija, nubrėžtą ant Ox ašies 
atkarpos [a; b] iš viršaus riboja neneigiamos ir tolydžios atkarpoje [a; b] funk- 
cijos f grafikas. Apsukus šią kreivinę trapeciją apie Ox ašį, gaunamas sukinys 
(123 pav.), kurio tūris skaičiuojamas pagal formulę 


V= Inf {ajd (2) 


Iš tiesų kiekviena Ox ašiai statmena plokštuma, kertanti tos ašies atkarpą 
la; b] taške x, išpjauna iš sukinio skritulį, kurio spindulys lygus Ax), o plotas 
S(x) = nf”(x) (124 pav.). Iš čia, remiantis (1) formule, gaunama (2) formulė. 


Pratimai 


460. Raskite tūrį sukinio, gauto apsukus apie abscisių ašį kreivinę trapecija, 
kurią riboja kreivės: 
ay=+1x=0x=1l)y=0; by=1-x%,y=0; 
c) y= Vx,x=1,y=0; d) y= Vx, x=1,x=4, y=0. 

461. Raskite tūrį sukinio, gauto apsukus nurodytų kreivių apribotą figūrą apie 
abscisių ašį: 
a) ys 242, ys 1, X= 0. x = 2; D y= 22 Yy=x +38 %=0,x%= 1; 
O = y = X, d y =Vx, y= x. 

462. Apskaičiuokite rutulio nuopjovos tūrį, kai nuopjovos aukštinė lygi H, o 
rutulio spindulys lygus R. 

463. Rutulio išpjovos spindulys lygus R, o ašinio pjūvio kampas lygus a. Iš- 
veskite tos išpjovos tūrio formulę. 

464. Nupjautinio kūgio aukštinė lygi H, o pagrindų spinduliai R ir r. Išveskite 
to nupjautinio kūgio tūrio formulę. 
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Istorinés Zinios 
b 
34 skyrelyje integralu [f(x)dx vadinome skaičių, prie kurio artėja sumos 
a 


S, =Y/(x,)Ax, kai n > œ (t. y. kai Ax > 0, Y — sumos ženklas). 


Taip apibrėžiant integralą, nebūtina remtis išvestine ir pirmykštės funk- 
cijos sąvoka. XVII ir XVIII a. matematikai nevartojo ribos sąvokos. Vietoj to 
jie sakydavo „be galo didelio skaičiaus be galo mažų dėmenų suma“. Pavyz- 
džiui, jie įsivaizdavo, kad kreivinę trapeciją (125 pav.) sudaro vertikalios Ax) 
ilgio atkarpos, kurių plotais laikė be galo mažus dydžius Ax)dx. Tada ieško- 
masis plotas buvo laikomas lygiu be galo didelio skaičiaus be galo mažų dėme- 
nų sumai 


S= Y f(x)dx. 
b>x>a 
Kartais netgi buvo pabrėžiama, kad kai kurie tos sumos dėmenys yra ypatingi 
nuliai, tesiskiriantys nuo nulių tik tuo, kad ypatingų nulių begalinė suma lygi 
teigiamajam skaičiui. 

Remdamasis tokiu dabar abejotinu teiginiu, J. Kepleris „Naujoje astrono- 
mijoje“ (1609) ir „Vyno statinių stereometrijoje“ (1615) teisingai apskaičiavo ne- 
mažai plotų (pavyzdžiui, elipsės apribotos figūros plotą) ir tūrių (supjaustęs kūną 
i be galo plonas plokšteles). Šiuos tyrimus tęsė B. Kavaljeris (1598—1647). 

B. Kavaljeris suformulavo principą (dėsnį), kuris ir dabar tebėra svarbus. 
Formuluodamas tą principą, jis rėmėsi kai kuriomis papildomomis prielai- 
domis. Kavaljerio principą paaiškinsime pavyzdžiu. Sakykime, reikia apskai- 
čiuoti 126 paveiksle pavaizduotos figūros plotą, kai tą figūrą iš apačios ir 
viršaus ribojančių kreivių lygtys yra y = Ax) ir y = Ax) + C. 

Įsivaizdavę, jog nagrinėjamą figūrą sudaro „nedalomi“, Kavaljerio termi- 
nais, be galo siauri stulpeliai, matome, kad visų jų ilgis lygus C. Stumdydami 
stulpelius vertikalia kryptimi, iš jų galime sudaryti stačiakampį, kurio pa- 
grindas b — a, o aukštinė C. Todėl ieškomasis plotas lygus gauto stačiakampio 
plotui, t. y. 


S = S, = C(b- a). 


y=fœ)+C 


y=f(x) 


125 pav. 126 pav. 
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D, 
127 pav. 


Plokščiųjų figūrų ploto bendrasis Kavaljerio principas formuluojamas ši- 
taip. Jei lygiagrečių tiesių pluošto tiesės kerta figūras D, ir D, vienodo ilgio 
atkarpomis (127 pav.), tai figūrų d, ir d, plotai yra lygūs*. Analogiškas prin- 
cipas yra teisingas stereometrijoje ir praverčia skaičiuojant kūnų tūrius. 

Abstraktųjį integralą 


b 
j f(x)dx 


Leibnicas apibrėžė kaip funkcijos grafiko „visų ordinačių sumą“ (suprantama, 
kad ordinatės yra padaugintos iš „be galo mažo“ abscisės pokyčio dx). Dabartinį 
integralo žymenį sugalvojo Leibnicas, žymėjęs sumas didžiąja raide S. Terminą 
„integralas“ sugalvojo Leibnico mokinys J. Bernulis. 

Taigi integralas iš pradžių nebuvo siejamas su išvestine. Todėl pastebėtas 
diferencijavimo ir integravimo sąryšis buvo labai svarbus atradimas, kurį 
bendruoju atveju suformulavo Leibnicas ir Niutonas: jei 

F(x) = fx), > (1) 


tai 
x 
F(x)= | f(z)dz+C. (2) 
a 

Atvirkščiai, iš (2) lygybės išplaukia (1). 

Sistemingą elementariųjų funkcijų integralų tyrimą užbaigė Euleris kny- 
goje „Integralinis skaičiavimas“. Greitai paaiškėjo, kad ne visų elementariųjų 
funkcijų integralus galima išreikšti elementariosiomis funkcijomis. Didysis 
rusų matematikas P. C eb y šova s (1821—1894) iki galo ištyrė kai kurių 
iracionaliųjų funkcijų klasių (vadinamųjų diferencialinių binomu) integravimą. 

Dabartinė apibrėžtinio integralo, kaip integralinių sumų ribos, sąvoka pri- 
klauso O. Koši. 


Kartojimo klausimai ir uždaviniai 
1. 1) Apibrėžkite pirmykštę funkciją. 
2) Ar F (+) == yra funkcijos f ()--5 pirmykštė funkcija intervale: 
a) (-5; 1); b) [2; 10); c) [-17; -8); d) (—7; 5)? 


* Samprotaudami taip, kaip XVII a. matematikai, mes praleidžiame išlygas, be kurių teiginys ne 
visai tikslus. 


$ 9. Integralas 159 


3) Ar F yra funkcijos f pirmykštė funkcija nurodytame intervale: 
a) F(x) = x? — x, fx) = 2x - 1 aibėje R; 
b) F(x) = x’, Ax) = 3x aibėje R; 
1 ; n 3n 
c) F(x) = tg x, fx) =—— intervale|—; — | 
cos” x 2 2 
d) F(x) = cos x, fx) = -sin x aibėje R? 
2. 1) Suformuluokite funkcijos pastovumo požymį. Suformuluokite pirmykš- 
tės funkcijos pagrindinę savybę. 
2) Parašykie funkcijos f pirmykščių funkcijų bendrąją išraišką: 
a) Ax) = k (k — konstanta); 
b) Ax) = kx + b (k ir b — konstantos); 
c) Ax) = x" (a — sveikasis skaičius, a + -1); 


d) Ax) = sinx; e fx) = cosx; | D f(x)= ——; g f(x)= 3 
cos” X sin? x 
3) Raskite funkcijos f pirmykštę funkciją F, įgyjančią nurodytą reikšmę 
taške: 
a) Ax) = 2-3, F(1) = 5; b) Ax) = sin x, [5-2 
3. 1) Suformuluokite tris pirmykščių funkcijų ieškojimo taisykles. 
2) Raskite funkcijos f pirmykščių funkcijų bendrąją išraišką: 
a) Ax) = 1- x- x?; b) e 
x Nx 
c) f(x) = sin 3x- d) f(x)= P 10cos 2x. 


2 
cos? E v7x-1 


3) Raskite funkcijos f pirmykštę funkciją, kurios grafikas eina per tašką A: 
a) f(x)=-4x+1, A (0; -3); 
b) f(x)= J2 cosx, al: - 2) 


4. 1) Kokia figúra vadinama kreivine trapecija? Suformuluokite teorema, 
pagal kuria skaiciuojamas kreivinés trapecijos plotas. 
2) Pateikite kreivinių trapecijų pavyzdžių. 
3) Nubraižykite kreivinę trapeciją ir apskaičiuokite jos plotą: 
T T 


e 


O y= w — I y = 0, a = 8; d) y=4x-x?%y=0,x>0. 


a) y =sinx,y=0, x= b) y= Y =00. %=1, x = 2) 
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465. 
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. 1) Ka vadiname integralu? 


2) Parašykite Niutono ir Leibnico formule. Apskaičiuokite integralą: 


T 


3 E 3 2 
a) [x?dx; b) |sinxdx; c) pa d) = 
2 -Z -3 (x+ 10) 1 Vx 
3) Apskaičiuokite nurodytų kreivių apribotos figūros plotą: 
8) y = X, Y = ŠA; by=6-x-x, y = 0. 


Papildomieji III skyriaus pratimai 


Raskite funkcijos pirmykščių funkcijų bendrąją išraišką (465—466). 
a) 7 - 4x; b) x? + 4x — 7; 
c) ax? + bx? + cx + d (a, b, cir d — konstantos); 


d) 2 sin > + 3 cos 6x. 


468. a) ==; Ms: 
(3 +2x) Tsy 
c) O d) E PE B 
cos“ 8x (x +3) sin“ 3x 
467. Raskite tą funkcijos f pirmykštę funkciją, kurios grafikas eina per nuro- 
dytą tašką: 
1 1 
a) f(x)=—, M (9; 1); b) =, M (1; -3); 
i H)= 
1 T 
c) f(x)=—, M El; 5); d) flx)=——, m5: -2) 
(+) v3-x AS cos? x 4 


468. 


469. 


470. 


Funkcijos = vienos pirmykštės funkcijos grafikas eina per tašką (9; 15), 
% 


o kitos — per tašką (1; 1). Katras grafikas yra aukščiau? 


Apskaičiuokite integralą (469—471). 


27 r 
a) | sin Ždx; b) [sin 33 E Jas 
2“ 8 A 6 
3r T 
a | E. a) | d 
0 cos? = Tsin? = 
9 2 3 
3 6 5 
a) [(1+ 2x) dx; b) j(2-ž) dx; 
0 3 3 
3 2 
a e E de 
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T 2n 
471%.a) Ísin? xdx; b) f cosžnxdx, ne N; 
Ši o 
21 21 
c) [sin3xcos5xdx; d) jsinkxsinmxdx, ke N, meN. 
0 0 


Apskaičiuokite plotą figūros, kurią riboja funkcijų grafikai (472—473). 


1 
472. a) y = —, y=0,x=1, x= 4; 
Vx 
1 
b) y = =,Y=0,x=1,x=5; 
„Ž 
4 
G y = ai a d) y=2-x-x%,y=0. 
473. a) y = x°, y = 2x — x’; b)y= xx", y= 1; 


c) y = xX — 2x + 2, y = 2 + 4x- x. 


474*, Raskite tūrį sukinio, gauto apsukus apie abscisių ašį nurodytų kreivių 
apribotą kreivinę trapeciją: 


a) y = 4, x= 0, = L, ys 0; bys x = 1, x =3,. y = 0; 
dy=x,x=0,x=1, y= 0; d) y = 2,4 = 0, x = 1, y = 0. 


475. Įrodykite, kad lygybė teisinga: 


a) Il) + g(x))dx = Jas + Jas 


b) ¡ef (x)dx = k f(x)dx (k- konstanta); 


a 


b kb+c 
O) Jf(ka+e)dx = > Jf(x)dx (k ir c- konstantos, k *0). 


ka+c 


476. Taikydami Niutono ir Leibnico formulę, įrodykite, kad integralas nepri- 
klauso nuo kintamojo žymėjimo, t. y. 


b b b 
J f(x)dx = J f(t)dt = j /(z)dz 545 
a a a 
477*. Raskite sukinio, gauto apsukus apie abscisių ašį nurodytų kreivių ap- 
ribotą figūrą, tūrį: 
a) y =sin x,x=0, x= 


a 

< 
I 

S 


b) y = cos: x,x=0, x = 


O) y=, UY =3 d x?+(y-bY*=a?*b>a. 


11. 1046 


162 PIRMYKŠTĖ FUNKCIJA IR INTEGRALAS 


478*.Įrodykite, kad F yra funkcijos f pirmykštė funkcija nurodytame intervale: 
a) F(x) = Ixl, Ax) = 1, xe(0; =); 
b) F(x) = Ixl, Ax) = -1, xe(—%; 0); 
0) F(x) = 2 Aa) = Ixl, xeR. 
479*.  Įrodykite: 
b 
a) [fíxidx>0, kai Ax) > 0 atkarpoje [a; b]; 


b b 
b) [flxjdx< jg(x)dx, kai Ax) < g(x) atkarpoje la; b]; 


a 


T T 
c) A f(x)dx = f(x)dx su kiekvienu a, kai fx + T) = fx) su visais xeR. 
a 0 


480*.  Įrodykite: 


a) Í f(x)dx =0, kai A-x) = Ax) su visais x iš atkarpos [-a; al; 


-Q 


b) Í f(x)dx =2Í f(x)dx, kai A-x) = fx) su visais x iš atkarpos [-a; al; 
-a 0 


c) f flear < Il (jas, kai a < b. 
| a ; 


a 


S 
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$ 10. APIBENDRINTOJI LAIPSNIO SAVOKA 
36. n-TOJO LAIPSNIO SAKNIS IR JOS SAVYBÉS 


1. Kvadratinės šaknies iš skaičiaus a sąvoka jums jau žinoma: tai toks 
skaičius, kurio kvadratas lygus a. Analogiškai apibrėžiama ir n-tojo laipsnio 
šaknis iš skaičiaus a, kai n — bet kuris natūralusis skaičius, didesnis už 1. 

Apibrėžimas. n-tojo laipsnio šaknimi iš skaičiaus a vadinamas 
toks skaičius, kurio n-tasis laipsnis lygus a. 

1 pavyzdys. Trečiojo laipsnio šaknis iš skaičiaus 27 lygi 3, nes 3 = 
= 27. Skaičiai 2 ir —2 yra šeštojo laipsnio šaknys iš skaičiaus 64, nes 29 = 64 
ir (2) = 64. 

Remiantis pateiktuoju apibrėžimu, n-tojo laipsnio šaknis iš skaičiaus a — 
bet kuris lygties x" = a sprendinys (šaknis). Sios lygties šaknų skaičius pri- 
klauso nuo n ir a. Nagrinėkime funkciją Ax) = x". Si funkcija, kai n — bet 
kuris natūralusis skaičius, intervale [0; +) didėja ir įgyja visas reikšmes iš 
intervalo [0; œ). Pagal šaknies teorema (10 skyr.) lygtis x" = a, kai ae [0; =), 
turi neneigiamą šaknį ir tiktai vieną. Ji vadinama n-tojo laipsnio aritmetinė 
šaknimi iš skaičiaus a ir žymima Za. Skaičius n vadinamas šaknies rodikliu, 
o skaičius a — pošakniniu reiškiniu. 

Apibrėžimas. n-tojo laipsnio aritmetine šaknimi iš skaičiaus a 
vadinamas neneigiamas skaičius, kurio n-tasis laipsnis lygus a. 


2 pavyzdys. Apskaičiuokime: a) 3/8; b) dee 
a) Y8 = 2, nes 2 = 8 ir 2 > 0; 


4 
3 [81 3 3 si. 3 
b) 4— =- -| = 0. 
) TT nes B 16 ir 52 


Kai n — lyginis natūralusis skaičius, funkcija Ax) = x" yra lyginė. Todėl jei 
a > 0, lygtis x" = a, be šaknies x, = "Ja, dar turi šaknį x; =-Ya. Jei a = 0, ta 
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šaknis yra tik viena: x = 0; jei a < 0, tai ši lygtis neturi šaknų, nes bet kurio 
skaičiaus lyginis laipsnis yra neneigiamas skaičius. 

Taigi, kai n lyginis natūralusis skaičius, yra dvi n-tojo laipsnio šaknys iš 
kiekvieno teigiamojo skaičiaus a; n-tojo laipsnio šaknis iš skaičiaus O lygi 
nuliui; lyginio laipsnio šaknų iš neigiamųjų skaičių nėra. 

3 pavyzdys. Lygtis x* = 81 turi dvi šaknis: tai skaičiai 3 ir -3. To- 
dėl egzistuoja dvi ketvirtojo laipsnio šaknys iš 81. Be to, 481 neneigiamas 
skaičius, t. y. Y81 = 3, 0-3 = -181. 

4 pavyzdys. Lygties xt = 3 teigiamoji šaknis yra skaičius 1/3. Tas 
skaičius (kaip ir skaičius -4/3 ) iracionalus. Jo dešimtainius ženklus galima 
apskaičiuoti nuosekliai iš nelygybių 

1<43<2, nes 14 < 3 < 2% 


1,3<V3 <1,4, nes 1,3* < 3 < 1,4“, ir t. t. 
(Įsitikinkite, kad 4/3 = 1,31607...). 


Kai n — nelyginis natūralusis skaičius, funkcija f(x) = x" didėja visoje 
skaičių tiesėje; jos reikšmių sritis — visų realiųjų skaičių aibė. Taikydami 
šaknies teoremą, įsitikiname, kad lygtis x” = a turi vienintelę šaknį, kad ir 
koks būtų a, skyrium imant ir tada, kai a < 0. Šią šaknį, kai a — bet koks 
skaičius (taigi ir neneigiamas) žymime a. 


Vadinasi, kai n — nelyginis natūralusis skaičius, egzistuoja n-tojo laipsnio 
šaknis iš bet kokio skaičiaus a; be to, ta šaknis yra tik viena. 
Jei šaknies rodiklis yra nelyginis, tai 


¡La = Ya. 
Iš tiesų 
a)" = (1) (Ya) =-1-a=-a, 
t. y. skaičius -Ya yra n-tojo laipsnio šaknis iš —a. Ta šaknis vienintelė, kai 
n nelyginis. Vadinasi, V-a = Ya. 

Taikydami lygybę V-a = -Ya (kai n nelyginis), galime nelyginio laipsnio 
šaknį iš neigiamojo skaičiaus išreikšti to paties laipsnio aritmetine šaknimi. 
Pavyzdžiui, -71 =-3/71; Y-27 =-Y27 =-3. 

1 pastaba. Jei x — bet kuris skaičius, tai 

fyn a |x|, se n Eta, 
x, kai n nelyginis 


(įrodykite šį teiginį savarankiškai). 
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2 pastaba. Priminsime, kad antrojo laipsnio šaknis iš skaičiaus 
vadinama kvadratine šaknimi, o šaknies rodiklis 2, ją užrašant, praleidžiamas 
pavyzdžiui, kvadratinė šaknis iš 7 žymima JT ) Trečiojo laipsnio šaknis va- 
dinama kubine šaknimi. 

5 pavyzdys. Išspręskime lygtis: a) x? = -11; b) xê = 7. 

a) Remiantis n-tojo laipsnio šaknies apibrėžimu, skaičius x yra penktojo 
laipsnio šaknis iš -11. Saknies rodiklis — nelyginis skaičius 5, todėl ta šak- 
nis egzistuoja ir yra vienintelė: tai skaičius gi, Atsakymą užrašome šitaip: 
x=-Y11. 

b) Remiantis n-tojo laipsnio šaknies apibrėžimu, lygties xê = 7 šaknis yra 
skaičius $/7. Kadangi 8 — lyginis skaičius, tai -47 irgi yra nurodytos lygties 
šaknis. Taigi x, = 3/7, x, = -8/7 . Atsakymą galima užrašyti šitaip: x = +$/7. 

2. Suformuluosime ir įrodysime teiginius, kurie nusako n-tojo laipsnio arit- 
metinių šaknų pagrindines savybes. 

Jei n ir k — bet kurie natūralieji skaičiai, didesni už 1, o a ir b — nenei- 


giami skaičiai, tai: 
1° Yab = Ya 3b; 


2 que (60); 
3? Wa ="Ya; 
49 Ya ="Yar; 
50 Yat = (Ya). 


Įrodykime 1° teiginį. Pagal apibrėžimą Yab — tai toks neneigiamas skai- 


čius, kurio n-tasis laipsnis lygus ab. Skaičius Ya -Y/b irgi neneigiamas. Todėl 
pakanka įsitikinti, kad (Ja Alb) =ab, o ši lygybė išplaukia iš laipsnio su 
natūraliuoju rodikliu savybių ir n-tojo laipsnio šaknies apibrėžimo: 


(Ya 6) = (Ya) (Vb) =ab. 


Analogiškai įrodomi trys kiti teiginiai: 
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k 
Dabar įrodykime 5” teiginį. Visų pirma skaičiaus (Ya) n-tasis laipsnis 
lygus a: 


k k 
Remiantis aritmetinės šaknies apibrėžimu, (Va ) =Ya*, nes (Va ) 20. 
Pateiksime pavyzdžių, kuriuose 1*—5* teiginiai taikomi pertvarkant skai- 
tinius reiškinius su šaknimis. 


6 pavyzdys. Pertvarkykime reiškinius: a) 2/8 -/4; b) 15 = 8) E 
d) 4/128; e) V128?. 
a) Remiantis 1” savybe, 3/8 -3/4 = 3/32 = 2; 


b) 54 E = E 2 (2? teiginys); 


c) 33/7 =1}7 (30 teiginys); 


d) remiantis 4° teiginiu, 2/128 = %2" = 3/2; 


3 
e) taikydami 5° teiginį, randame V1283 = (1/128) =2* =8. 


Įrodykime šitokią aritmetinės šaknies savybę. 

6°. Jei skaičiai a ir b tenkina sąlygą O < a < b, tai 

Teiginį įrodysime prieštaros metodu. Tarkime, kad Ya > 4b. Tada iš skai- 
čiaus natūraliojo laipsnio savybių išplaukia (Va) > (e F t. y.a 2 b. Gautoji 
nelygybė prieštarauja sąlygai a < b. 

7 pavyzdys. Palyginkime skaičius 3/2 ir Y3. 

Išreikškime Y2 ir Y/3 šaknimis su vienodais rodikliais: Y/2 = 1/95 = 1/32 
ir Y3 =%/3? = 1727 (čia remiamés 4” teiginiu). Iš nelygybės 32 > 27 ir 6° 
teiginio išplaukia, kad 1732 > 1727. Todėl 3/2 >Y/3. 

8 pavyzdys. Išspręskime nelygybę xê > 20. 


Ši nelygybė ekvivalenti nelygybei xë — 20 > 0. Kadangi funkcija xê — 20 
tolydi, tai galime taikyti intervalų metodą. Lygtis xê — 20 = O turi dvi šaknis: 


9/20 ir -Y20. Tais skaičiais tiesė padalijama į 3 intervalus. Nurodytos ne- 
lygybės sprendinys — dviejų intervalų: (~œ; -$/20 ) ir (920 ; œ) sąjunga. 
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Pratimai 
481. Patikrinkite, ar teisingos lygybės: 
a) 16 =2; b) V-1=-1; c) 1625 =5; 
a) 11 =1; e) YO =0; p 191024 =2; 
g) Y343 =7, h) Y2243 =-3. 


482. Ar teisingos lygybės: 
a) J11-6/2 =3-4/2; di A =1-43; 
e) 319/7 -50 = V7 - 2; d 3}7-5V2 = V2 -1? 


483. Apskaičiuokite: 


a) 3/27; b) Y-32; © 181; d) 3/64; 


e) "EB p q g) JE, h) J 81 
8 256 32 625 


484. Suprastinkite: 


a) Emi b) (17): c) (au); 
d) Y; o 733}; o Yes?. 
Apskaičiuokite skaitinio reiškinio reikšmę (485—487). 
485. a) 116-625; b) 48-343; 
© Y32-243; d /0,00001-32; 
e) 324-9; f) 448-27; 
g) 3160-625; h) 175.45. 
486. a) 3/27 9; b) V16 -V-8; 
c) Yo Yo; d) 37-25 -Y25; 
e) vez, f) oe, 
Y3 Yo ’ 
g) 4/128. h) V-625 
VB J5 
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487. 


488. 


489. 


490. 


491. 


492. 


493. 
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4 5 
EN PEE TENS LEN 
8 2 480 5/288 ° 
0) q a M d) 6 6t d3z9l.3319 
V 1024 | 27 100 000 000 V?“ 16 1 727 


Naudodamiesi lentelėmis ar skaičiuokliu, raskite nurodytų šaknų ar- 
tinius: 


a) V71; b) 13,21; o Yi; d) 71017; 
e) 128; p Y13; g) 10; h) 913,7 
Kas daugiau: 

a) Y2 ar Y3; b) 8/0,2 ar 80,3; 

c) (18 ar 1; d) 190,8 ar 1; 

e) g ar 120,4; D : ar 180,43; 


2 
1 1 

) 02 ar 0; hb +32 ar B ? 

o Yo - LB 


Palyginkite skaičius: 


a) VT ir 940; b) V5 ir Y500; 

0) Ya ir 1987; d) /0,3 ir 30,05; 

e) Y2 ir Ya; D V5 ir Y3; 

a y5 ir Y3; h) 30,4 ir $/20,3. 

Raskite skaičiaus du pirmuosius desimtainius ženklus (po kablelio): 
a) VT; b) Y3; o Y; d) Y2. 
Iškelkite dauginamąjį prieš šaknies ženklą (a > 0, b > 0): 

a) Vaa; b) V18b; o Y6dc; d) Ya?; 


e) Y328*; D Y6statp"”; g) Y-128a”; h) Y6a**b%*. 
Įkelkite dauginamąjį po šaknies ženklu (a > 0, b > O): 


a) 243; b) 33/5; c) "E d) a YT; 
e) b$/2: f) -64/3; g) -ab 3-4; h) ab? C 
a” 
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494. 


495. 


496. 


497. 


498. 


499. 


500. 


501. 


502. 


Panaikinkite iracionalumą vardiklyje (pakeiskite reiškiniu Alb, kurio 
a — racionalusis, o 5 — natūralusis skaičius): 


5 2 7 15 

a) —; b) ==; 0) ==; d) ==: 
J3 Ya 349 3/25 
3 E 20 6 


e} 4112 2/8 E 4/40 i 2/27 -25 


Parašykite nurodytą skaičių išraiška rfp : 
a) 33/7; b) YaYa; e) Ya? Ya; 
d) W36?; e) 19255; 0 Y16504. 


Išspręskite lygtį (496—498). 


a) a = 4; b) x? + 4 = O0; c) x* = 10; d) xf = 5; 

e) x? = 3; Dx"-15=0; gx-64=0; h) x’ +128 = 0. 
a) 16x* - 1 = 0; b) 0,01x3 + 10 = 0; 

c) 0,02x* — 1,28 = 0; d) 13-24 =0. 

a) Vx =5; b) Yx=-07 e Vx=0; d Yx =2. 


Pritaike keitinį t=Vx arba t=Yx, išspręskite lygtį: 


a) Vx -34x +2=0; b) Jx+1x =2; 


© Yx -5x +6=0; d Yx -59Yx =6. 

Išspręskite nelygybes: 

a) x? < 5; Dia? < 3; o) 17 > 11; d) g” > 2 
e) Vx >2; D Ix <-7; o Yx<3; h) Yx>-2 


Kokios a reikšmės tenkina lygybę: 


a) A b) Valsa c) Yee 
d) Yat =|al; e) Ya =|al; f) Sa? = 462 


Suprastinkite reiškinius: 


a) da?, kai a > 0; b) Ya?, kai a < 0; 
© Ya“, kai a > 0; d) Ya", kai a < 0; 


e) Ya’; f Vat; 
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g) Ja Ta 50 h) Ja? Va? a <0. 
503. Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 


a) V3- V5 - 13145; b) 4/9- v65 -49+ V65; 


ala + ATV 
© 310+ 473 310- V73; d) A 
4-J17 


504. Pakeiskite trupmena, neturinčia šaknies ženklo vardiklyje: 
T 3 a—-y2 
a) —=—=; b ==; 0) E: 
V3 + J2 V7 45 a+42 
b-VT | Aa SE as 
26-J5' 3/2 -3/3 Ys +37" 
3a 


2 
5 h) == 
e ab Ya +b 


d) 


37. IRACIONALIOSIOS LYGTYS 


Lygtis, kurios kintamasis yra po šaknies ženklu, vadinama iracionaliąja. 
Tokia yra, pavyzdžiui, lygtis 


Yx -2=0. 
Pateikiame iracionaliųjų lygčių sprendimo pavyzdžių. 
1 pavyzdys. Išspręskime lygtį 
x -5=2. (1) 
Lygties abi puses pakelkime kvadratu: 
X —5 =, 


Iš čia išplaukia, kad 
xž = 9, t. y. x = 3 arba x = —3. 


Patikrinsime, ar gautieji skaičiai yra (1) lygties šaknys. Įrašę juos į tą lygtį, 
gauname teisingas lygybes 


J32-5=2 ir (3) -5 =2. 
Vadinasi, x = 3 ir x = -3 yra (1) lygties šaknys. 
2 pavyzdys. Išspręskime lygtį 
Vx =x-2. (2) 
Abi (2) lygties puses pakelkime kvadratu: 
x= x?-—d4x + 4. 
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Suprastine gauname kvadratinę lygtį 
x*-5x +4=0, 
kurios šaknys yra x = 1 ir x = 4. Patikrinsime, ar gautieji skaičiai yra (2) 
lygties šaknys. Į (2) lygtį įrašę skaičių 4, gauname teisingą lygybę V4 =4-2, 
o įrašę skaičių 1, dešiniojoje pusėje gauname skaičių —1, o kairiojoje — skaičių 
1. Vadinasi, skaičius 1 nėra (2) lygties šaknis. Sakoma, kad jis yra pašalinė 
šaknis (atsiradusi dėl pasirinkto lygties sprendimo būdo). (2) lygties šaknis 
vra tik skaičius 4. 
3 pavyzdys. Išspręskime lygtį 


Jx?-2= Jx. (3) 
Šios lygties abi puses pakelkime kvadratu: 

APIS A. 
Gauname kvadratinę lygtį 

x-x-2=0, 
kurios šaknys yra x = -1 ir x = 2. Iš karto aišku, kad skaičius -1 nėra (3) 
lygties šaknis, nes abi šios lygties pusės neapibrėžtos, kai x = —1. Įrašę į (3) 
lygtį skaičių 2, gauname teisingą lygybę V2? -2 = /2. Vadinasi, (3) lygties šak- 
nis yra tik skaičius 2. Skaičius —1 yra pašalinė šaknis. 
4 pavyzdys. Išspręskime lygtį 


vx-6=/4-x. (4) 


Šios lygties abi puses pakėlę kvadratu, gauname: x - 6 = 4 — x, 2x = 10 ir 
x = 5. Įrašę skaičių 5 į lygtį, įsitikiname, kad jis nėra (4) lygties šaknis. Todėl 
lygtis neturi šaknų. 

Sprendžiant iracionaliąsias lygtis, rastas kintamojo reikšmes reikia pa- 
tikrinti, nes abi neteisingos lygybės puses pakėlus kvadratu, galima gauti 
teisingą lygybę. Iš tikrųjų klaidingą lygybę 1 = -1 pakėlę kvadratu, gauname 
teisingą lygybę 1? = (-1)*. 

Kartais iracionaliąsias lygtis patogiau spręsti jas pertvarkius į ekviva- 
lenčiąsias lygtis. Pavyzdžiui, pagal apibrėžimą 2n-tojo laipsnio šaknimi iš 
f vadinamas toks neneigiamasis skaičius g, kai g?" = f. Kitaip sakant, lyg- 
tis 2f = g ekvivalenti sistemai 

gr=f, (5) 
£20. (6) 
Taigi, norint išspręsti lygtį 27/f = g, reikia rasti (5) lygties šaknis, tenkinančias 
(6) nelygybę. 
5 pavyzdys. Išspręskime lygtį 


Jx-2=x-8. (7) 


Pagal kvadratinės šaknies apibrėžimą lygtis /x - 2 = x - 8 ekvivalenti sis- 
temai 
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x-2=(x-8)”, (8) 
x-820. (9) 
Sprendžiame (8) lygtį, ekvivalenčią lygčiai 
x? - 17x + 66 = 0. 


Jos šaknys 6 ir 11, bet (9) nelygybę tenkina tik x = 11. Todėl (7) lygtis turi tik 
vieną šaknį x = 11. 


6 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą 
Ya +3fy =4, 
x+y = 28. 
Pažymėję u= Ix ir v= y, gauname sistema 


u+u=4, 10) 
u? +v? =28. ( 


Antrosios lygties kairiąją pusę išskaidome dauginamaisiais: 
u? + v? = (u + vXu? — uv + 02). 


Iš pirmosios lygties aišku, kad u + v = 4. Todėl (10) sistema ekvivalenti 


sistemai 
u+u=4, 
už —-uv+v? =7. 


Įrašę į antrąją lygtį v reikšmę iš pirmosios lygties (v = 4 — u), gauname 
lygtį 
yet uuu ru =7,t y u-4u+3=0, 


Paskutinė kvadratinė lygtis turi dvi šaknis: u, = 1 ir u, = 3. Atitinkamos 
v reikšmės yra tokios: v, = 3 ir v, = 1. Iš jų randame kintamųjų x ir y reikšmes: 


x, =už =1; y, =v? = 27; x, =43 =27; yo =v} =1. 


Atsakymas: (1; 27); (27; 1). 


Pratimai 


Išspręskite lygtis (505—507). 


505. a) V13-x2 =3; b) Vx? -4x-1=2; 
c) x-Vx+1=5; d) 4+42x+3=x-2. 


506. a) Vx+1/x+6=6; b) VxV/2-x=2x; 


$ 10. Apibendrintoji laipsnio savoka 173 


x+6 x+1 
c) =y43x +2; d) =vVx-1. 
vx-2 J2x-1 


507. a) vx?*+2x+10=2x-1; b) Vx? +x+1=x-4; 


c) V2x?+5x+1=x-1; d V17+2x—3x2 =x+1. 


Išspręskite lygčių sistemą (508—509). 


0R xa+y=1, b) x? +xy=-2, 
-e x? +y? =T; y? +xy=3; 
x 
+y+==9, 
E as 
Al, xy=3. 
y 
1 1 4 
—+— =, 3 Sa = 
509. a) ¿Vx Jy 3 b) bai 12, 
xy =9; xy = 64; 
Aa ns, y o 
© 4Ẹ(x+y) (ay) =8, Dir y * 
>i x? +3y? =16. 


38. LAIPSNIS SU RACIONALIUOJU RODIKLIU 


Jau žinote laipsnio su sveikuoju rodikliu sąvoką. Priminsime tokių 
laipsnių savybes. 
Jei m ir n — sveikieji skaičiai, o a ir b — bet kokie nelygūs nuliui skaičiai, 
tai 
a" a" = gata; an: a= gin (a + 0); 
(ar y = ary 


rar [8] 0) 
(ab) =a" 6 (2) E (00) 


a'=a; a" =1 (a 40). 


Atkreipsime dėmesį dar į šitokią savybę: 
jei m > n, tai a” > a”, kai a > 1, ir a”<a”,kai0<a<l. 


Siame skyrelyje apibendrinsime skaičiaus laipsnio sąvoką ir suteiksime 
1 


prasmę tokiems reiškiniams, kaip 293, 87, 4 2 ir t. t. Natūralu laipsnius su 
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racionaliaisiais rodikliais apibrėžti taip, kad jie turėtų visas (ar bent kai ku- 
rias) savybes, būdingas laipsniams su sveikaisiais rodikliais. Tada, pavyzdžiui, 
m 


skaičiaus a” n-tasis laipsnis turėtų būti lygus a”. Iš tiesų, laikydami lygybę 


(aP) = qr (p, qE Q) 
teisinga, gautume 


Pagal n-tojo laipsnio šaknies apibrėžimą paskutinė lygybė reiškia, kad 
skaičius a” yra n-tojo laipsnio šaknis iš skaičiaus a". Vadinasi, reikėtų šitokio 
apibrėžimo. 

Apibrėžimas. Skaičiaus a > 0 laipsniu su racionaliuoju rodikliu 
r=— (m — sveikasis, o n — natūralusis, didesnis už 1, skaičius) 

n 
vadinamas skaičius Ya”. 

Taigi pagal apibrėžimą l 
PE E (1) 


Skaičiaus 0 laipsniai yra apibrėžiami tik su teigiamaisiais rodikliais; pagal 
apibrėžimą 0 = 0, kai r > 0. 
1 pavyzdys. Pagal laipsnio su trupmeniniu rodikliu apibrėžimą 


1 a E 
74 =Y/7, 29 =%V2% =Y32; a 5 = a". 4 S 
2 pavyzdys. Apskaičiuokime skaitinių reiškinių 83, 814 ir 128 7 
reikšmes. 


Remdamiesi laipsnio su trupmeniniu rodikliu apibrėžimu ir šaknų savy- 
bėmis, gauname: 


1 3 
83 =/8 =2; 811 = 181? = (481) =3? =27; 
2 
128 7 = 112872 = (vias) * =22 = L, 


1 pastaba. Iš laipsnio su trupmeniniu rodikliu apibrėžimo išplaukia, 
kad su kiekvienu teigiamuoju a ir kiekvienu racionaliuoju 7 skaičius a” yra 
teigiamas. 

2 pastaba. Bet kurį racionalųjį skaičių galima išreikšti įvairiomis 

j m mk ; 5 r pe da 
trupmenomis, nes —= ap? kai k — bet kuris natūralusis skaičius. Reiškinys 
n 


a" nepriklauso nuo racionaliojo skaičiaus r išraiškos. Tikrai iš šaknies savybių 


išplaukia, kad dee 


ark =H a" A sai. 
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Kai a < 0, skaičiaus a racionalusis laipsnis neapibrėžiamas. Ir tai padaryta 
ne atsitiktinai. Jei (1) formulę laikytume teisinga ir tuomet, kai a < 0, tai, 


1 
pavyzdžiui, reiškinio (-8)3 reikšmė būtų lygi 2-8, t. y. -2. Kita vertus, = 5, 
todėl gautume lygybę 


-2= (-8)5 = (-8)ë = f8} = VB? =2. 


Isitikinsime, kad pagal pateiktaji apibrėžimą laipsnis su racionaliuoju ro- 
dikliu turi tas pačias savybes, kaip ir laipsnis su sveikuoju rodikliu (bet dabar 
nurodomi teiginiai tinka tik laipsniams, kurių pagrindai yra teigiami skaičiai). 

Jei r ir s — racionalieji skaičiai, o a ir b — bet kurie teigiami skaičiai, tai 


1°. a -a = arts 
22 a" ia = g“; 
30. (ar) e as: 


49. (abY = a" : dr; 


JS 
ks > 


Įrodant šiuos teiginius, pakanka remtis laipsnio su racionaliuoju rodikliu 
apibrėžimu ir 36 skyrelyje įrodytomis šaknų savybėmis. Įrodykime, pavyzdžiui, 
1°, 3° ir 49 teiginius. Sakykime, r= M ir s=? (nir q — natūralieji, o m ir 
p — sveikieji skaičiai). Tada e 


mq+np 


r | q ngj ną| ngj 
a” -af = Ya” Va? = Jara Far” = QUIER q ” =4"*; 


eef AE AUE A LL 
(ab) =4[(a5)” = Yab" =Ya™ slo” =a" b". 


2° ir 5° teiginiai įrodomi panašiai (įrodykite juos savarankiškai). 


1 3 
3 pavyzdys. Apskaičiuokime reiškinio |4/40-24 |:5 4 reikšmę. 


1.3 Lo 241 La 
Sprendimas. Y40-24:5 *=$2?.5.24.54 =241.54 41=21.51=10, 


4 pavyzdys. Pertvarkykime reiškinius: 


ar? A b21 


b) ; 
408 +404507 +514 


a) 
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a a aaa 
L 1 paai -[b* a*=b* jat +b4 
y a? -b2 
Sprendimas a) A a a a 7 
a*+b* at +b* at+b* 
do 
=a4-b4; 
12 721 (104 y he (697 y 
b) MD: Kaką, APA = 0% _¿07 


0,8, 0,4,0,7 , 114 2 2 
a” +a “b> +b (194) +a04g07 + (b7) 


Atkreipkime dėmesį dar į dvi laipsnio su racionaliuoju rodikliu savybes. 
6°. Jei r — racionalusis skaičius, o 0 < a < b, tai 

a"< b", kai r > 0, 

a" > b kai r < O. 
Te. Jei racionalieji skaičiai r ir s tenkina nelygybę r > s, tai 


a" > as, kai a > 1, 
a< a, ka 0< a< 1. 


m 
Įrodykime 6” teiginį. Jei r > 0, tai r galima išreikšti trupmena r=—, 


kurios m ir n yra natūralieji skaičiai. Iš nelygybės 0 < a < b ir laipsnio su 
sveikuoju rodikliu savybių išplaukia, kad a” < b”. Remdamiesi šaknies savybe 
(36 skyrelio 6” teiginys), iš šios nelygybės gauname 


Yar < ilpn b. y. a < br. 


Kai r < 0, samprotaujame analogiškai. 
Kad įrodytume 7° teiginius, racionaliuosius skaičius r ir s išreiškiame trup- 


menomis su vienodu vardikliu: r= ir s=? (n — natūralusis, o m ir p= 
n n 
sveikieji skaičiai). Iš nelygybės r > s išplaukia, kad m > p. Jei a > 1, tai 
1 


at =Ya > 1, ir pagal laipsnio su sveikuoju rodikliu savybę 


17 m i. z 
Tereikia prisiminti, kad |a” | =a” =a"ir |a" | =a” =a?. 


Kai 0 < a < 1, įrodinėjame analogiškai. 


12; 
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5 pavyzdys. Palyginkime skaičius Y/8 ir 2 


= 
3 


Pakeiskime 3/8 laipsniu su racionaliuoju rodikliu: 2/8 =25. Remiantis 7 


2 3 


teiginiu, 23 >25, nes 2 
3 5 


6 pavyzdys. Palyginkime skaičius 230 įr 320, 


Išreikškime tuos skaičius laipsniais su vienodu rodikliu: 


2300 = (23)100 = 8100: 3200 — (323100 = 9100, 


Kadangi 8 < 9, tai iš 6” teiginio gauname: 


510. 


511. 


512. 


513. 


1046 


8100 < gu t. y. 2300 < 3200 


Pratimai 


Išreikškite laipsniu su racionaliuoju rodikliu (510—511). 

a) V11; b) Ņ55; c) V3"; d Ya; 
e) VB“; E g) Ya; h Wo”. 

a) 2/84; b) 333402: c) Ba; d) EC) 
e) Ya? Jas: f) Ya? Ya; g) Ja? Ya; h) Ja Vat. 


Pakeiskite reiškinį šaknimi iš skaičiaus: 


a 3 2 
ai Ti B) a c) 3-2 *; d) 2-811; 
3 2 e 2 R 
e) aš; £ 2b 3; gy. bse; h) a4t:b5. 


Apskaičiuokite skaitinio reiškinio reikšmę (513—514). 


5 1 
A qe 
a) 16%; b) 24304: c) 8 3.8192, 


2 ab 
1 1 3 a Nė KA 
d) 82 :| 86.92 |; ) 24 z f) 641 o 
1259 UC 
1 


4 0,5 == 
g) (100 000)” -(0,000 001)3; h) (13) (43) A 
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514. 


515. 


516. 


517. 


518. 


519. 


520. 
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da 
a) 3/36 -23:35; b) V53 425075 G 55 ) 
7 
© Y100-(v2) [5] d) (2:23 (747), 
5 9 
Katras skaičius didesnis: 
= 15 1 
a) 133 ar ge; b) a ar 1|-—: 
2 2 
5 
117 2 2 1 
c) (3) ar J2.214. d) (v3) 6 ar Jei: 
2 : 3 
1 ES 
e) 3900 ar 5400. f) 44 ar 55? 
Kurie iš reiškinių turi prasmę: 
2 „2 $ 
a) 53; b) 5 3; ps 
-a 1 
d) 07; e) y; 0 (-8) 77 
Raskite reiškinio apibrėžimo sritį: 
1 „8 2 „1 
a) x3; b) x 4; c) (x-1)5; d [e+1]7, 
Su kokiomis kintamojo a reikšmėmis teisinga lygybė: 


y 1 iy 
E oe] <a 


1 10 „1 
d) fa‘)! =-a; e) (1977 =0; D (aš) 8=>? 
Suprastinkite reiškinį ir apskaičiuokite jo skaitine reikšmę (519—520). 


1 3 

2 -0,75 == po 

= 1 i 1 3 115 
478 +] > 25%: b) ES "a : 
ni (5) 125 32 


1 
0) (2,515 +0,415):(J2,5 + 0,4); d 33 415:(025-V2161 ). 


4/73 3 
a) ARBA + 154128 | b) faza +61] 1202, 
Yas 32 +3/94/162 


53/43/192 + 73/18 3/81 
Qe 2 ——— d) 5 483|2 + 323/2 —11212J8. 
2119/24 + 63/375 3 4 
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Suprastinkite reiškinius (521—522). 


a=b 
ATTE 
al 4 505 


a+b i 
M SA 
aš +b3 -ašbš 
ere -A 
(rida tada) | 


c) 


. a) 


E 
2 


(64) 


o) —%4>5G; 
| EE 


Išskaidykite dauginamaisiais: 


sl 2 
x3 


523. 


1 
a) 3+32; 

1 
0 a-a?; 


e) (3x)ž 2 (5x]ž; 


1 


1 1 
g) a+a? +b2a? 


nea 
x-16” 
z-8 
2 1 
x3 +2z3 +4 


d) 


I 


| - (4xy)2; 


2.2 
b) (+ + y? 


1 
b) 4-43; 
1 1 

d) (ax)3 + (ay)3; 

1 1 
f) c2+ct; 

be 44 
h) x8y3 -x3 -y3 +1. 
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39. RODIKLINĖ FUNKCIJA 


Fiksave teigiamąjį skaičių a, priskirkime kiekvienam racionaliajam 
m 


skaičiui Y skaičių a”. Gausime skaitinę funkciją f(x) = a*, apibrėžtą racio- 


n 
naliųjų skaičių aibėje Q ir turinčią 38 skyrelyje išvardytas savybes. Kai a = 1, 


funkcija a* yra pastovi, nes 1* = 1, 


kai x — bet kuris racionalusis skaičius. 


Pažymėkime keletą funkcijos 2* grafiko taškų, gautų apskaičiavus skai- 


čiuokliu 2* reikšmes atkarpos [-2; 3] 


taškuose, laikant žingsniu* 4 (128, a pav.), 


* Žingsnis — atstumas tarp dviejų gretimų dalijimo taškų (Vert. past.). 
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TTT T TTT TI ; TI 
Er E? ETT E E y EHET HEEE T THEO HEET -FH EE HHE HERH T HE j 
TTH T TT y FERH $ HATART AHF 
L Sias 43 t H 7 +19 B [| +H 1 H 1 - 5 Her 
an H a H LF HE T + HHHH HERE? L HEHHE J F i ; Ee p HH 
F HH J : J HHHH HHF HHHH HH HHH FERRE HTHH 
HTT s H T HR H a H HEHH HFE C F HHHH TIH Bi 
FH HE Y HE a B q H sa s HH [| =H B +H ann 4 3 $ 
4 7 4 HEHH HEHHE EHEER HEH H is HEETE 
HHHH : SH FAH FH € H - 1 £ He 
i EE A EEE EE Ei EEE HHH HH i HER HH HE 
iš PEH HE El EE HHHH HH : PAEH 
+ HEHHEE p HHH - - HHE p H HH p HHHH 
HHE En A HHE l EHEHEHEH i ; m HE 
TT HH E s i HEH 4 HHH 
- HEHHE G - S idea gi - 
EEE T Bi ji E 7 H r i + 5 H 
sas H 9 H 9 FHH t 9 HH + 
HT H HE HHHH HHF FEH HHEH 7 EHHH L 
fe L = RE 7 : EREHE 
aiii da i Es peak a La 
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"ABd 6ZL 


mz HH mA 
E Z 
HE H 
H L 7 HH E 7 
HAHAHA HH 
dee ene 
abi 


T F AA 
PE H H T o E OKI ETO 

- TTT r HEH S 
E AL HH HHH ii HHHH 

I HHE H A [a 
H HH NEH 
A bau H r H TI 
Ha q 
FH a THH 4 HZ 
4 Ba [C] [| 

H FHE H y 
H EH HT € 1 
s v v HE : 
H EEHEHE + jE H H 
A : EE 
E ii p PS i 

EEHEHE H H HEHH + 
Bū HF : 9 H Bi Y 97 TEE 
AB F CERAT EDAG HHH FE TH A 
s 7 LHH f L 
CH ET AH a LETE TT; H I A} D 
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1 
po to keletą taškų — laikant žingsniu 3 (128, b pav.). Numate, kokiais taškais 


vaizduotume apskaičiuotas taškuose reikšmes, laikydami žingsniu F 1 

6 32 

t. t., gautus taškus sujunkime glodžia kreive, kurią natūralu laikyti grafiku 

funkcijos, apibrėžtos ir didėjančios visoje skaičių tiesėje ir įgyjančios reikšmes 
m 


ir 


2n racionaliuosiuose taškuose x= (128, c pav.) Pažymėję pakankamai 
1 x 
daug funkcijos (5) grafiko taškų (129, a, b pav.), įsitikintume, kad panašias 


x 
savybes turi ir ši funkcija (nuo 2* ji skiriasi tik tuo, kad funkcija (3) aibéje 
R mažėja, 129, c pav.). 

Iš čia išplaukia, kad yra teisingas šitoks teiginys. 

Kiekvieną teigiamąjį skaičių a atitinka viena ir tik viena funkcija, apibrėžta 


visoje skaičių tiesėje, didėjanti, kai a > 1 (mažėjanti, kai 0 < a < 1), ir su 
m 


A ES ua E a A IS = 
racionaliosiomis argumento reikšmėmis x= — įgyjanti reikšmes a”. 
n 


Ši funkcija vadinama rodikline funkcija pagrindu a ir žymima a*. 130 pa- 
veiksle pavaizduoti funkcijos a* grafikai, atitinkantys kai kurias a reikšmes. 


€ Pateikiame suformuluoto teiginio įro- 

dymo schemą, kai a > 1. 

| Kadangi a* turi būti didėjančioji funk- 
| | 


cija, tai su visais racionaliaisiais r, ir r, 
kai r, < x < r,, a* reikšmė turi tenkinti ne- 
lygybę 


$ r 
at<at<a”?. 


Parinkę dvi artimas x reikšmes r, ir r,, ma- 
tome, kad mažai tesiskiria ir jas atitinkan- 
čios reikšmės a” ir a”. Galima įrodyti, 
kad egzistuoja vienintelis skaičius y, dides- 
nis už visus 4”, kai r, — bet kuris racio- 
nalusis, mažesnis už x skaičius, ir mažesnis 
už visus 4”, kai r, — bet kuris didesnis už 
x racionalusis skaičius. Pagal apibrėžimą 
tas skaičius yra a“. 

Pavyzdžiui, skaičiuojant skaičiuokliu 
funkcijos 2* reikšmes taškuose x, ir x,, kai 


S 


A 
PROS 


x, ir x, yra skaičiaus x= /3 dešimtainiai 


artiniai, galima įsitikinti, kad kuo arčiau 


prie /3 yra x, ir x, tuo mažiau 2*” skiriasi 


nuo 2%, 
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Kadangi 1 < J3 < 2! tai 2! =2< 2V3 < 2? = 4. Iš nelygybiu 1,7 < J3 < 
< 1,8 išplaukia 


217 = 3,2490096 < 2% < 21% 3,4822022. 


Panašiai nagrinėdami tolesnius skaičiaus /3 artinius su trūkumu ir per- 
tekliumi, gauname nelygybes: 


213 = 3,3172782 < 2% < 214 = 3,3403517; 

21732 = 3,3218801 < 2% < 2178 = 3,3241834; 
217320 = 8,3218801 < 2% < 217321 = 3,3221104; 
21/3205 = 3,3219952 < 2% < 217306 = 3,3220182; 
21732050 = 3,3219952 < 2Y3 < 21732051 ~ 3,3219975. 


Skaičiuokliu apskaičiuotas 2v3 artinys yra šitoks: 
2*3 = 3,321997. 


Apibrėžus rodiklinę funkciją, reikia įrodyti jos pagrindines savybes. 
Išvardysime rodiklinės funkcijos y = a* pagrindines savybes (jų įrodymas 
neįeina į vidurinės mokyklos programą). 


1. Funkcijos a* apibrėžimo sritis — visų realiųjų skaičių aibė R. 


2. Funkcijos a* (a + 1) reikšmių sritis — visų 
teigiamųjų skaičių aibė R,. Kai a = 1, bet kurią x 
reikšmę atitinka ta pati funkcijos a* reikšmė, lygi 1. 


3. Kai a > 1, funkcija a* didėja visoje skaičių tiesėje; kai 0 < a < 1, funkcija 
a* mažėja aibėje R (131 pav.). 


4. Jei x ir y — bet kurie realieji skaičiai, tai 
teisingos lygybės: 
x 


a E 
ata? =a"; —=g* Y; 


E > 


a? 
x £ 
(ab)' =a*b*, B =; y 
b b* 0<a<1 a>1 
(ar) sa”. 

Šios formulės vadinamos laipsnio pagrindinėmis 
savybėmis. 

Iš 3) ir 4) savybės išplaukia, kad funkcija a*, sl 
apibrėžta visoje skaičių tiesėje, turi tas pačias sa- i > 


vybes, kaip ir funkcija a*, apibrėžta tik su raciona- 
liaisiais x (žr. 38 skyrelio 1°—7° teiginį). 131 pav. 
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524. 


525. 


526. 


527. 


528. 


529. 
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Pratimai 


Nubraižykite schemišką funkcijos grafiką: 


a) y = 5, b) y = 0,3*; o) y = Iš; d) y = ©. 
Apskaičiuokite: 
a AR, p) 30 g4, 
2 /2-1 
o 24:20 „3148. a) 182.3 (3) ; 
1 
„1 WB 
o [Uy p EST 
2 43 ? 
am i3 s y-V4 
Tae Sp 
Katras skaičius didesnis: 
1 J3 1723 
a) B ar 270 b) 3% ar (5 2 
r 35 m JT+1 
0) 5-0,4% ar 2 - 2,5-5; d) B ar B ? 
Suprastinkite reiškinį: 
J2-1 
1 2 
a) az) b) p-v5. p0). 
a 4 > 
c) a? a: $a, d x E 


e) («27 
(128 1 [ato S k 


Nurodykite užrašytos funkcijos reikšmių sritį: 
a) 3*; b) 0,75; e) 1*; d) O; 
e) 2!*!; HOTEL g) 3* —- 1; h) 2 - 0,7. 


Naudodamiesi lentelemis arba skaiciuokliu, apskaiciuokite nurodytu 
skaičių artinius 0,0001 tikslumu: 


a) 10%” ir 1018; b) 10173 ir 10174; 
c) 101732 ir 101733: d) 1017320 ir 1017221 


Remdamiesi gautais rezultatais, apskaičiuokite 10% artinį 0,01 tikslumu. 
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40. RODIKLINIŲ LYGČIŲ IR NELYGYBIŲ SPRENDIMAS 


1. Išspręskite paprasčiausią rodiklinę lygtį 
ar = dč, (1) 
kurios a > O ir a + 1. Funkcija a* intervale (-+; œ) didėja, kai a > 1 (mažėja, 
kai 0 <a < 1), ir įgyja visas teigiamąsias reikšmes. Remiantis šaknies teorema 
(10 skyr.), (1) lygtis su kiekvienu teigiamuoju, nelygiu 1, skaičiumi a, turi 
vienintelę šaknį. Aišku, kad ta šaknis yra skaičius c (132 pav.). 


1 pavyzdys. Išspręskime lygtį 
72 =2/49. 


2 
Kadangi 49 = 72, o Y49 = 73 tai nagrinėjamą lygtį galima užrašyti šitaip: 
2 
q =78, 
Vadinasi, tos lygties šaknys yra tik tie skaičiai x, kurie tenkina lygtį 


2 2 

-2==, t. y. x=2—. Atsakymas: x=2-. 

X 3 y 3 y x 3 
2 pavyzdys. Išspręskime lygti 


5 25, 
Užrašome ją šitaip: 
gr -2x-1 E 52 
Šios lygties šaknys yra tiktai tie skaičiai x, kurie tenkina lygtį x? - 2x — 1 = 
= 2. Gavome kvadratinę lygtį, kurios šaknys — skaičiai 3 ir -1. A ts a k y- 
mas: 3;-l. 
3 pavyzdys. Išspręskime lygtį 
6% 4 35 + 6% = 71, 
Kadangi 6**! = 36 - 6“!, tai nagrinėjamą lygtį galima užrašyti šitaip: 
36 > 61 + 35 : 6*! = 71, arba 71 + 6** = 71. Iš čia 6 t= 1, x-1=O0ir x = 1. 
Atsakymas:1. 


132 pav. 
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4 pavyzdys. Išspręskime lygtį 

4-5:2+4=0,. 

Pakeiskime kintamąjį: t = 2“. Kadangi 4* = (XP = £?, tai iš nagrinėjamos 
lygties gauname šitokią: 

2 -5t +4= 0. 

Pastarosios lygties šaknys yra: t, = 1 ir £, = 4. Išsprendę lygtis 2* = 1 ir 2*= 
= 4, gauname: x =Oir x =2. Atsakymas: 0; 2. 

2. Paprasčiausių rodiklinių nelygybių sprendimas yra pagrįstas žinoma 
funkcijos a* savybe: funkcija a* didėja, kai a > 1, ir mažėja, kai 0 < a < 1. 

5 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 

0,57 < 4. 
Remdamiesi lygybe 0,57? = 4, nagrinėjamą nelygybę užrašykime šitaip: 
0,57% < 0,572. 

Rodiklinė funkcija 0,5' mažėja, nes 0,5 < 1. Todėl nagrinėjamoji nelygybė 
ekvivalenti nelygybei 7 — 3x > -2. Iš čia gauname: x < 3. Atsakymas: 
(—%; 3). 

6 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 

gr 121 > 63. 
Rodiklinė funkcija 6' didėja, nes 6 > 1. Todėl pateiktoji nelygybė ekvivalenti 


nelygybei x? + 2x > 3. Sios nelygybės, taigi ir pradinės nelygybės sprendinys 
yra intervalų (—o; -3) ir (1; œ) sąjunga. 


7 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 


(Braco 


Pažymėkime t= (5) „Tada D = t?. Todėl nelygybę galima užrašyti šitaip: 


2 
Ba gai, 
X: Sa 4 : į 1 f 
Sios antrojo laipsnio nelygybės sprendinys yra intervalas 3 9 |, t. y. vi- 
1 
si skaičiai t, tenkinantys nelygybę 3 <t<9. Todėl pradinės nelygybės sprendi- 
x 
nį sudaro skaičiai x, tenkinantys nelygybę 28 <9 (ir tiktai jie). Be to, 


paar 1y? E 1 

3 = 3)” 9= [5 ir funkcija B yra mažėjanti (nes 3 <1). Todėl nelygy- 
1 x 

bės 3 < 3 <9 sprendinys yra skaičiai x, tenkinantys nelygybę 1 > x > -2. 


Atsakymas: (-2; 1). 
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Pratimai 
Išspręskite lygtis (530—534). 
1 
530. a) 4* = 64; b) 3* = 81; c) 25* = 5 
E iy 
d) 8 = 16; e) (3) T 64’ f) (3) = 27; 
1 | i 
= B || = 
8) E (5) 27 
531. a) 2 = 1; b) T = 1; o 37-54-10 7, 
x? -9x 
d) (+) =1; e) /3* =9; H V27 J3* = 36; 
x 4 x aš 
2 5 2 9 27 
— =|— $ h => == od 
s (5) G i (5) le 64 
3x+1 5x-9 
3 7 
L 36-x = 334-2. bi E [a ; 
532. a) : ) B (5) 
o [gx = $/42-*. d) 25t = 0,1 a (10); 
5 1 x2+2x-5 
y a O e 
2x2+x-0,5 
g) 9 +x-0,5 == 4V2; h) 1 = V 
T 7 
533. a) 4“! + 4* = 320; b) 2 : 31 - 4 - 32 = 150; 
1 x-1 1 x+1 
2440 = 347; d |- -|— = 4,8. 
2 (š) E 
534. a) 3* + 3%* = 12; b) 2: 3*1 +2 + 3% = 56; 
AE F: Fz 
c) 5 = 5 = 4,96; d) 4 +16=10-2 2 
Išspręskite nelygybes (535—539). 
1 3Y i 
2* >=; =1 E x ; <=; 
535. a) 2 >; b) B c) 0,3" > 0,09; d) (V3) 2 


e) 0,27 $ D — 227: g) 0,57 < 1; h) -ar <49, 
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536. a) 2% < 8; b) 0,42! > 0,16; 

c) 32 > 27; d) 0,75-* < 0,49; 

e) 10**2 > 100; f) 4>* < 0,25; 

g) (0,3)7*** > 0,027; h) 0,6*-2* < 0,36. 
537. a) 3% <3*, b) 0,78% >0,72*: 

xx 6 
o) B 8 : d) 1072 2167; 
6 6 
x+1 2x-3 
e) 2* >) > f) (7) sae, 
1 3x-1 4 1 x+2 
a 03 gA : h) 2848 (E } 
27 16 

538. a) 44-10 - 2 + 16 < O; b) 0,04" — 26 - 0,2% + 25 < 0; 

o gr- l o d) 25" -4 5-5 20. 

2x-1 3 2 
2x-3 x 
539. a) 2%>(3) : b) 3857) : 
2 9 
Do 2 a? 
1 12+3,75 1 16-2x 


41. ATVIRKŠTINĖS FUNKCIJOS SAVOKA 


Nagrinėdami funkcijas, jūs ne kartą sprendėte šitokį uždavinį: reikia 
apskaičiuoti funkcijos f reikšmę, kai jos argumento reikšmė lygi x,. Dažnai 
reikia spręsti ir atvirkštinį uždavinį: rasti argumento reikšmes, su kuriomis 
funkcija f įgyja nurodytą reikšmę y, 

Išnagrinėkime du pavyzdžius: 

1) Sakykime, f(x) = kx + b (k + 0). Kad rastume argumento x reikšmes, su 
kuriomis f(x) = y,, turime išspręsti lygtį Ax) = y,, t. y. lygtį 

kx + b= y. 

Ją spręsdami, įsitikiname, kad ši lygtis, kai y, — bet kuris skaičius, turi 

šaknį ir tiktai vieną: 
k 

2) Nagrinėdami funkciją f(x) = x’, gauname dvi lygties f(x) = y, (y, > 0) 
šaknis: x, = Juo, X = Juo (jei y, = 0, tai šaknis yra tik viena: x, = 0). 

Funkcija, įgyjanti kiekvieną reikšmę tik viename apibrėžimo srities taške, 
vadinama apgręežiamąja. Todėl funkcija Ax) = kx + b (kai k + 0) yra apgręžiama, 
o funkcija Ax) = x? (apibrėžta visoje skaičių tiesėje) nėra apgręžiama. 
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Pastaba. Iš apgręžiamosios funkcijos apibrėžimo išplaukia, kad lygtis 
Ax) = a, kai Ax) — apgręžiamoji funkcija, o skaičius a priklauso reikšmių 
sričiai E(f), turi tiktai vieną šaknį. 

Sakykime, f — bet kuri apgręžiamoji funkcija. Tada kiekvieną skaičių y, iš 
jos reikšmių srities Elf) atitinka vienintelė tokia reikšmė x, iš apibrėžimo 
srities D(f), kad flx,) = y,- Priskyrę kiekvienam y, tą reikšmę x,, gausime naują 
funkciją g, kurios apibrėžimo sritis Elf), o reikšmių sritis yra D(f). Pavyzdžiui, 
iš apgręžiamosios funkcijos f(x) = kx + b (k + 0) sudarytos naujos funkcijos g 
reikšmė bet kuriame taške y, išreiškiama formule 


Yo -b 
£ (vo) = 2 e 
Žymėdami funkcijos g argumentą, kaip įprasta, raide x, gauname 
sl) 
o 


Apibrėžimas. Funkcija g, kuri kiekviename apgręžiamosios 
funkcijos f reikšmių srities taške x įgyja tokią reikšmę y, kad fly) = x, 
vadinama atvirkštine funkcijai f. 

Kaip jau buvo parodyta, funkcijai Ax) = kx + b (k + 0) atvirkštinė funkcija 


yra g(x)= =, Išnagrinėkime kitą pavyzdį. 


1 pavyzdys. Irodykime, kad funkcija Ax) = x? apgręžiama, ir išveskime 
formulę, kuria reiškiama funkcijai f atvirkštinė funkcija y = g(x). 

Pagal atvirkštinės funkcijos apibrėžimą pirmiausia reikia įrodyti, kad lygtis 
Ay) = x, kai x — bet kuris skaičius, turi vienintelę šaknį y. Nagrinėjamu atveju 
ta lygtis šitokia: 5 

y = 5: 
Ji turi vienintelę šaknį y = Ye, kad ir koks būtų x (žr. 36 skyr.). Todėl funkcija 
Ax) = x? apgreziama, o 


g(x) =Vx 
yra jai atvirkštinė funkcija. Šių funkcijų grafikai pavaizduoti 133 ir 134 
paveiksle. 


133 pav. 134 pav. 
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135 pav. 136 pav. 


Jei apgręžiamosios funkcijos f grafikas žinomas, tai jai atvirkštinės funk- 
cijos g grafiką galima lengvai nubraižyti remiantis tokiu teiginiu. 

Funkcijai f atvirkštinės funkcijos g grafikas yra simetriškas f grafikui tiesės 
y = x atžvilgiu. 

Įrodykime šią savybę. Visų pirma iš funkcijos f grafiko galima grafiškai 
rasti funkcijai f atvirkštinės funkcijos g reikšmę bet kuriame taške a. Reikia 
vertikaliojoje ašyje (o ne horizontaliojoje, kaip įprasta) pažymėti tašką, kurio 
koordinatė a (135 pav.). Iš atvirkštinės funkcijos apibrėžimo išplaukia, kad 
reikšmė g(a) lygi b (žr. 135 pav.). 

Vadinasi, parinkus truputį neįprastą koordinačių sistemą (argumentas žy- 
mimas vertikaliojoje ašyje, o funkcijos reikšmės — horizontaliojoje ašyje), ga- 
lima sakyti, kad funkcijai f atvirkštinės funkcijos g grafikas — tai funkcijos f 
grafikas (įprastinėje koordinačių sistemoje). Norint pavaizduoti funkcijos g 
grafiką įprastinėje koordinačių sistemoje, reikia funkcijos f grafiką atvaizduoti 
simetrija tiesės y = x atžvilgiu (136 pav.). 

Atvirkštinės funkcijos teorema. Jei funkcija f didėja 
(arba mažėja) intervale I, tai ji yra apgreziamoji. Funkcijai f atvirkš- 
tinė funkcija g, apibrėžta f reikšmių srityje, yra taip pat didėjančioji 
(atitinkamai mažėjančioji). 

3 Įrodymas. Apibrėžtumo dėlei tarkime, 
kad f — didėjančioji funkcija. Kad ji apgręžiama, 
išplaukia iš šaknies teoremos (10 skyr.). Todėl te- 
reikia įsitikinti, kad funkcijai f atvirkštinė funkcija g 
aibėje E(f) didėja. 

Sakykime, x, ir x, — bet kurios reikšmės iš E(f), 
x, > x, ir pažymėkime 


y, = 8(x,), y, = 8(%,). 


Pagal atvirkštinės funkcijos apibrėžimą 


137 pav. x, = fy) ir x, = fy). 
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138 pav. 139 pav. 


Remdamiesi sąlyga (f — didėjančioji funkcija), iš prielaidos y, < y, gautume 
f(y) <f(y,), arba x, < x,. Tai prieštarauja prielaidai x, > x,. Todėl y, > y,, t. y. 
iš sąlygos x, > x, išplaukia, kad 

Y, > Yy 
Tai ir reikėjo jrodyti. Y 

2 pavyzdys. Jau sakėme, kad funkcija f(x) = x? neapgręžiama. Tačiau 
funkcija f“, apibrėžta intervale [0; œ) formule f*(x) = x*, didėja tame intervale 
ir todėl turi atvirkštinę funkciją. Funkcijai f* atvirkštinė funkcija yra Jx. Šių 
funkcijų grafikai pavaizduoti 137 paveiksle. 

Apskritai funkcija x", kai n — natūralusis skaičius, didėja intervale [0; +), 
todėl turi atvirkštinę funkciją. Funkcijos x" atvirkštinė funkcija yra "fx. Kai 
kurias n reikšmes atitinkančių funkcijų x" ir joms atvirkštinių funkcijų grafikai 
pavaizduoti 138 ir 139 paveiksle. 


Pratimai 


540. Išveskite formulę, kuria išreiškiama funkcija g, atvirkštinė nurodytai 
funkcijai f. Nurodykite funkcijos g apibrėžimo sritį ir reikšmių sritį: 


a) f(x) = 2x + 1; b) f(x) = Ža - 1; 

O) f(x) = -2x + 1; d) fa) = 51 =i 
1 x 

gs D P) = a 

e) f(x) = 2x? (x > 0); h) fx) = Jx+1l. 


541. Sudarykite funkcijos f(x) reikšmių atkarpoje [-1; 1] lentelę žingsniu 0,1, o 
po to milimetriniame popieriuje nubraižykite šios funkcijos grafiką atkar- 
poje [-1; 1]. Nubraižykite funkcijai fx) atvirkštinės funkcijos grafiką: 


a) f(x) = 2x? + 1; b) f(x) = -2x3 + 1. 
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y 
1H y=A 00 

6 

15 

4 

2 
1 EL 
EEEE EEEE 
-2 ad 


142 pav. 


542. Iš funkcijos f grafiko raskite funkcijai f atvirkštinės funkcijos g reikšmes 
taškuose -2, 1 ir 3. Nubraižykite funkcijos g grafiką, nurodykite jos 
apibrėžimo sritį ir reikšmių sritį: 

a) f(x) = f(x) (140 pav.); b) f(x) = f(x) (141 pav.); 
c) f(x) = f(x) (142 pav.) d) f(x) = f(x) (143 pav.). 


543. Įrodykite, kad funkcija f turi atvirkštinę funkciją nurodytame intervale. 
Nubraižykite funkcijai t atvirkštinės funkcijos grafiką: 


a) f) = X + 1 42 0 b) f(x) = x, xe (=o; 00); 

© £6) = Yy, x = 05 d) f(x) = x? + 1, xe(=x; 00); 
, T r 

e) f(x)=sin x, sE 3: D f(x) = cos x, xe[0; Tl; 


g) flx)=tgx, se[-5s z) h) f(x) = ctg x, xe (0; T). 
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42. LOGARITMINÉ FUNKCIJA 


Rodiklinė funkcija f(x) = a*, kurios a > 1, didėja aibėje R; kai0<a<l, 
ji mažėja aibėje R. Abiem atvejais funkcijos a* reikšmių sritis — aibė R. Todėl 
ji yra apgręžiamoji funkcija (41 skyr.) ir turi atvirkštinę funkciją g(x), kurios 
apibrėžimo sritis — teigiamųjų skaičių aibė R, o reikšmių sritis — aibė R. Ši 
funkcija vadinama logaritmine funkcija pagrindu a ir žymima g(x) = log x. 
Logaritminė funkcija pagrindu 10 žymima Ig. 

Pagal funkcijai f atvirkštinės funkcijos g apibrėžimą jos reikšmė g(x) yra 
toks skaičius y, kai f(y) = x. Nagrinėjamu atveju y = log, x, o f(y) = a" = aBa, 
Vadinasi, jei x — bet kuris teigiamas skaičius, tai 


a loga x 


=x. (1) 


Kitaip sakant, skaičiaus x logaritmas pagrindu a yra laipsnio rodiklis, 
kuriuo reikia pakelti skaičių a norint gauti x. 


Tapatybė aa =x (kurios x > 0, a > O ir a + 1) vadinama pagrindine 
logaritmų tapatybe. 


1 pavyzdys. Apskaičiuokime: a) log, 32; b) log, 0,04. 
a) Žinome, kad 32 = 25, t. y. norint gauti skaičių 32, reikia 2 pakelti 
penktuoju laipsniu. Todėl log, 32 = 5. 


b) Kadangi 0,04 = 5 = 57, tai log, 0,04 = -2. 


2 pavyzdys. Raskime skaičiaus > logaritmą pagrindu /3. 


y 2 4 ; a ius 1 
Kadangi (v3) = 3 tai pagal logaritmo apibrėžimą log 5 =-4, 


3 pavyzdys. Raskime tokį skaičių x, kad būtų: a) log, z=; 
3 
b) 1 8=--. 
) log, 4 


Taikykime pagrindinę logaritmų tapatybę: 
1 
a) x=8085* - 85 =9; 
3 4 


b) 8-8 =8, todėl x +=8. Iš čia x=8 3= 1 


16 

Funkcija g(x) = log, x, kaip atvirkštinė funkcijai 
f(x) = a“ (didėjančiai, kai a > 1, ir mažėjančiai, kai 
0 <a < 1), visoje apibrėžimo srityje didėja, kai a > 1, 
ir mažėja, kai 0 <a < 1. Funkcijos y = log, x grafikas 
simetriškas funkcijos y = a* grafikui tiesės y = x 
atžvilgiu, nes šios funkcijos yra viena kitai atvirkš- 
tinės. Logaritminių funkcijų įvairiais pagrindais gra- 
fikai pateikti 144 paveiksle. 


13. 1046 
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Pagrindinės logaritminės funkcijos savybės išplaukia iš rodiklinės funkcijos 
savybių ir atvirkštinės funkcijos teoremos. Išvardykime jas. 

1. Logaritminės funkcijos apibrėžimo sritis — visų teigiamųjų skaičių aibė: 
Dllog,) = R, 

2. Logaritminės funkcijos reikšmių sritis — visų realiųjų skaičių aibė: 
Edog,) = R. 

3. Visoje apibrėžimo srityje R, logaritminė funkcija didėja, kai a > 1, ir 
mažėja, kai 0 < a < 1. 

4. Su kiekvienu a > O (a = 1) teisingos lygybės: 

a) log, 1 = 0; 

b) log, a = 1; 


> 


c) log, (xy) = log, x + log, y (x > 0, y > 0); 
d) log, E log, x — log, y (x >0, y > 0); 


e) jei x — bet kuris teigiamas skaičius, o p — bet kuris realusis skaičius, tai 
log, x? = plog, x. 


1—3 teiginius įrodėme anksčiau. 4 (a—e) teiginius (jie išreiškia pagrindines 
logaritmų savybes) įrodysime 43 skyrelyje. 


4 pavyzdys. Raskime funkcijos f(x) = log, (4 — 5x) apibrėžimo sritį. 

Logaritminės funkcijos f(t) = log, t apibrėžimo sritis — aibė R . Todėl nu- 
rodytoji funkcija apibrėžta tik su tokiais x, su kuriais 4 — 5x > 0, arba x < 0,8. 
Vadinasi, nagrinėjamos funkcijos apibrėžimo sritis yra intervalas (—+; 0,8). 


5 pavyzdys. Raskime funkcijos f(x) = log, (x* — 3x — 4) apibrėžimo 
sritį. 

Kaip ir 4 pavyzdyje, funkcija f yra apibrėžta su visais x, su kuriais x° - 3x — 
— 4 > 0. Išsprendę šią antrojo laipsnio nelygybę, įsitikiname, kad D(f) yra 
intervalų (-o; —1) ir (4; œ) sąjunga. 


6 pavyzdys. Raskime funkcijos 


2x+5 
Ax) =1 
/ (x) 087 5-7 
apibrėžimo sritį. 
Išsprendę intervalų metodu nelygybę 
2x+3 s0; 
E 3 SE 5-7x 
22 2, 3 5 
2 7 randame Dir)=| z 5)a4s pav.): 
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544. 


545. 


546. 


547. 


548. 


549. 


550. 
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Pratimai 


Raskite skaičiaus, užrašyto laipsniu pagrindu a, logaritma pagrindu a 


(544—545). 
a) 3? = 9; 
d) 37 = 


> 


w |= 


g) 5 = Į; 


a) 16 =2; 
d) 1/81 =3; 


3 
g) 81“ =27; 


b) 33 = 27; c) 34 = 81; 

e) 23 = > f) 5? = 0,04; 
y 8 

h) 9? =3. 

b) 3125 =5; o) V49 =7; 
2 3 

e) 27* =9; f 32 =8; 

2 
h) 125° = 25. 


Įrodykite, kad teisinga lygybė (546—547). 


a) log, 16 = 4; 


1 
d) log, Ma“ -5; 


g) log, 1 = 0; 
a) log, 9=-2; 
3 


d) log, 5128 = 2 


g) PE 27 = —6; 
3 


b) log, 125 = 3; c) log, A = —4; 
e) log, 343 = 3; f) log, 0,04 = -2; 
h) lg 0,01 = -2. 

b) log, , 4 = -2; c) log ¿8=6; 

e) log.» 0,008 = 3; f) log, , 125 = —3; 


h) log Je 0,2 = 2. 


Taikydami pagrindine logaritmu tapatybe, suprastinkite reiskinj: 


1 1 2 1 11 
a) 210827. b) 17 081,7 ; 0) 3,8 083,8 ; d) 085,2. 


Raskite skaičių x (549—552). 


a) log, x = 2; 

d) log, x = 3; 

g) log; x= -3; 
6 

a) log, 81 = 4; 


c) log, 0,25 = -2; 


b) log, x = -1; c) log, x = -2; 
e) log, x=-3; f log ¿x=0; 
h) log, %=2. 

7 

b) log, 27 = 3; 


d) log ¿x= 


3 
a 
3 
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551. 


552. 


553. 


554. 


555. 
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a) log, „Bs -4; b) log, 16 = — 

1 
c) logsz =-1; d) log, 0,64 = -2. 

1 

a) log, V2 = Zi b) log, 16 = 0,8; 

1 1 4 
c) iii d) log,16= =. 
Raskite funkcijos apibrėžimo sritį (553—555). 
a) log, (x — 5); b) l0g,5 (7 — 3x); c) log,(2x + 3); 
d) log, (10 — 5x); e) log, (9 — x°); f) log, , œ? — 4); 


g) log ¿(6+x-?) h) loga- (x* -2x -3). 


a) logs 272, b) EFA ka 
žE ra 2x 

c) 1 lo 

) 0809 59% d) Bigas 


Nubraižykite schemišką nurodytos funkcijos grafiką: 


a) y = log, gs b) y = log + X; 
c) y = log, x; d) y= log joz X. 


43. PAGRINDINĖS LOGARITMŲ SAVYBĖS 


Įrodysime 42 skyrelyje suformuluotus 4 (a—e) teiginius, kurie išreiškia 


logaritminės funkcijos savybes (primename, kad a > 0, a x 1): 


a) log, 1 = 0, nes a° = 1 su kiekvienu a. 


b) log, a = 1, nes a! = a. 


c) Įrodykime, kad su bet kuriais teigiamaisiais skaičiais x ir y 


log, (xy) = log, x + log, y. 


Trumpiau sakoma šitaip: „sandaugos logaritmas lygus logaritmų sumai“. 
Taikysime pagrindinę logaritmų tapatybę: 


x=a8a*, p= q Say, (1) 


Sudauginę panariui šias lygybes, gauname: 


xy= a Eat -q Ea y = ala xtloga y 


t. y. xy=a'Ea*+8aY Todėl pagal logaritmo apibrėžimą 


log, (xy) = log, x + log, y. 
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d) Įrodykime, kad su bet kuriais teigiamaisiais skaičiais x ir y 
log, Žž: log, x- log, y. 
y 
Trumpiau sakoma šitaip: „dalmens logaritmas lygus logaritmų skirtumui“. 


Remdamiesi (1) lygybėmis, gauname: 


loga x 
e a Ea = q Ea *-108a y 


y = a Ea y 
Todėl pagal logaritmo apibrėžimą 


log, ž- log, x- log, y. 
y 
e) Su kiekvienu skaičiumi x > O ir kiekvienu realiuoju p 


log, x? = p log, x, 


t. y. laipsnio logaritmas lygus to laipsnio rodiklio ir to laipsnio pagrindo lo- 
garitmo sandaugai. 


Taikysime pagrindinę logaritmų tapatybę: x=a'%a*. Iš čia 


p 
= O = Pear. 


Vadinasi, pagal logaritmo apibrėžimą log, x? = p log, x. 

Pagrindinės logaritmų savybės plačiai taikomos pertvarkant reiškinius, 
kuriuose yra logaritmų. Išveskime, pavyzdžiui, vieno logaritmų pagrindo kei- 
timo kitu pagrindu formulę: 


leeis A 


; (2) 
log, a 
Ši formulė teisinga, kai abi jos pusės turi prasmę, t. y. kai x > 0, a > 0 ir 
az1b>O0ir b= 1. 
Remdamiesi laipsnio logaritmavimo taisykle, iš pagrindinės logaritmų ta- 
patybės gauname: 
log, x = log (aš p = log, x: log, a, 


t. y. 
log, x = log, x : log, a. 

Padaliję abi pastarosios lygybės puses iš log, a, gauname (2) formulę. 

Naudojant logaritmų pagrindo keitimo formule, iš logaritmų lentelių, su- 
darytų pagrindu a, galima rasti logaritmą bet kuriuo pagrindu b. Dažniausiai 
vartojamos dešimtainių ir natūraliųjų logaritmų lentelės (dešimtainiais va- 
dinami logaritmai pagrindu 10, o su natūraliaisiais logaritmais susipažinsite 
45 skyrelyje). 

1 pavyzdys. Apskaiciuokime log, 7. 

Naudodamiesi skaičiuokliu (arba lentelėmis), randame: 

lg 7 = 0,8451 ir lg 0,3 = 0,4771 — 1 = -0,5229. 


Todėl pagal (2) formulę 
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2 pavyzdys. Tarkime, kad log, 5 = a, log, 3 = b. Išreikškime log, 300 
skaičiais a ir b. 

Taikydami pagrindines logaritmų savybes, gauname: 

log, 300 = log, (3 + 5? - 2?) = log, 3 + 2 log, 5 + 2 log, 2 = b + 2a + 2. 

3 pavyzdys. Reiškinio 8a? bt logaritma pagrindu 2 išreikškime 
skaičių a ir b logaritmais pagrindu 2. (Trumpai sakoma: išlogaritmuokime 
nurodytą reiškinį pagrindu 2.) 

Remdamiesi pagrindinėmis logaritmų savybėmis, gauname: 


4 
A bt )- bg [2 q? ») 3log, 2+ 3log, a + log, b= 


=3+ 3log a +2 logs b. 
4 pavyzdys. Raskime x, kai 
log, x = log, 7 + 2 log, 3 — 3 log, 2. 


Pirmiausia, remdamiesi pagrindinėmis logaritmų savybėmis, pertvarkome 

užrašytos lygybės dešiniąją pusę: 
2 3 7-9 63 
log, x = log; 7 + log; 3* — log, 2” = log; o log; E 
t. y. log; x = log; B Todėl x= z 
AR JA 1g72-1g9 

5 pavyzdys. Apskaičiuokime 1g28-1g7 

Taikydami pagrindines logaritmų savybes, pertvarkome trupmenos skai- 
tiklį ir vardiklį: 

72 
lg72-1g9= lg- =1g8=31g2; 


lg28-187=18 7 =184=2182. 
Todel 
lg72-1g9 31g2 3 
lg28-lg7 2lg2 2 


6 pavyzdys. Kas daugiau: log, 3 + log, 7 ar log, (3 + 7)? 
Pagal pagrindinę logaritmų savybę 
log, 3 + log, 7 = log, 21. 
Kadangi log, (3 + 7) = log, 10, 10 < 21, o logaritmų pagrindas lygus 2 (2 > 1), 


tai 
log, 10 < log, 21. 


Vadinasi, 
log, 3 + log, 7 > log, (3 + 7). 
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556. 


557. 


558. 


559. 


560. 


561. 


562. 


563. 


Pratimai 
Tarkime, kad log, 2 = a ir log, 3 = b. Išreikškite skaičiais a ir b: 
a) log, 12; b) log, 1,5; c) log, 72; d) log, 30. 
Išlogaritmuokite pagrindu 3: 
a) 9*V; E o) W}: d) E 
27a' 6/75 
Išlogaritmuokite pagrindu 10: 
de dl 

a) (o0cta | DS, a 

aab p* š „3403 


Nesinaudodami nei lentelėmis, nei skaičiuokliais, apskaičiuokite: 
a) log,, 4 + log,, 3; b) log, 2 + log, 4,5; c) l0g57-10g5 a 
d) lg 8 + lg 125; e) lg 13 — lg 130; f) log, 3 + log, 12; 
7 58 
g) log j 2+ logs 6,25; h) log; 25- log, TZT 
Irodykite, kad: 
a) log, 7 + log, 3 > 2; b) log, 3+ log, 7 <-2 
2 
0) 41857 = 710854, d) 310625 < 5823 
Raskite x, kai: 
a) log, x = log, 1,5 + log, 8; b) log, x = log, 12 — log, 4; 


c) log,, x = 2 log, , 6 — log, ¿ 12; d) log, x = 3 log, 4 — 2 log, 6. 


Apskaičiuokite reiškinio reikšmę: 


a) logy A b) log, 11 — log, 44; 
log; 4 

c) log, 9 — 2 log,, 10; = 

Kas daugiau: 

a) log, 4 + log, 7 ar log, (4 + 7); 

b) log, 2 + log, 1,5 ar log, (2 + 1,5); 

c) log,, 3 + log, 4 ar log, , (3 + 4); 


d) log, 1,3 + log, 1,2 ar log, ¿ (1,3 + 1,2)? 
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44. LOGARITMINIŲ LYGČIŲ IR NELYGYBIŲ SPRENDIMAS 


Išspręskime paprasčiausią logaritminę lygtį 
log, x = b. 

Funkcija log, x intervale (0; œ) didėja (arba mažėja) ir tame intervale įgyja 
visas realiąsias reikšmes (146 pav.). Iš to pagal šaknies teoremą (10 skyr.) 
išplaukia, kad nagrinėjamoji lygtis, kai b — bet kuris realusis skaičius, turi 
šaknį ir tiktai vieną. Pagal skaičiaus logaritmo apibrėžimą ta šaknis lygi a?. 

1 pavyzdys. Išspręskime lygtį 
log, (x? + 4x + 3) = 3. 
Šią lygtį tenkina tik tos x reikšmės, su kuriomis teisinga lygybė 
1 4 de 13 = 28. 
Gavome kvadratinę lygtį x? + 4x — 5 = 0. Jos šaknys — skaičiai 1 ir -5. Tie 
skaičiai ir yra pradinės lygties šaknys. 
2 pavyzdys. Išspręskime lygtį 
log, (2x + 3) = log, (x + 1). 

Ši lygtis apibrėžta tik su tomis x reikšmėmis, su kuriomis teisingos ne- 
lygybės 2x + 3 > Oir x + 1 > 0. Kai x įgyja tik tokias reikšmes, nagrinėjama 
lygtis ekvivalenti lygčiai 2x + 3 = x + 1. Iš čia gauname x = -2. Tačiau skaičius 
x = -2 netenkina nelygybės x + 1 > 0. Todėl pradinė lygtis neturi šaknų. 

3 pavyzdys. Išspręskime lygtį 

log, (x? - 2x + 2) = 1. 
Šią lygtį tenkina tik tokie skaičiai x, su kuriais teisingos dvi nelygybės 
x > Oir x + 1 (x — logaritminės funkcijos pagrindas) ir viena lygybė 


x? — 2x +2 = xv, 


t. y. 
x?-3x+2=0. 


146 pav. 
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1 negali búti 
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Gautosios kvadratinės lygties šaknys yra 1 ir 2. Tačiau x 
pradinės lygties šaknis. Vadinasi, pradinės lygties šaknis yra tik skaičius 2. 
4 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 

(1) 


log, (5- 2x) > -2. 
3 


Kadangi skaičius -2 lygus log, 9, tai (1) nelygybę galima užrašyti šitaip: 
3 
(2) 


log, (5-2x) > log, 9. 
3 3 


Funkcija log, t yra apibrėžta, kai t > 0, ir mažėja aibėje R_, nes =<1. Todėl 


3 
(2) nelygybę tenkina tik tie skaičiai x, su kuriais teisinga sąlyga 0 < 5 - 2x < 9. 


Iš čia -2 < x < 2,5. 
Taigi (1) nelygybės sprendinys yra intervalas (-2; 2,5). 


5 pavyzdys. Išspręskime lygtį 
log; x + log ¿x-3=0. 


Antrajame dėmenyje logaritmo pagrindą pakeiskime 5 ir pažymėkime t = 


= log, x. Tada 


Dabar nagrinėjamą lygtį galėsime užrašyti šitaip: t? - 2t - 3 = 0. Šios kvad- 
ratinės lygties šaknys yra 3 ir -1. Spręsdami lygtis log, x = 3 ir log, x = -1, 


randame: x = 53= 125 ir x = 51 = 0,2. 
6 pavyzdys. Išspręskime lygčių sistemą 


lg(x? +y?) =2, 
log, x — 4 = log, 3 - log, y. 


| 


Pirmoji sistemos lygtis ekvivalenti lygčiai x? + y? = 100, o antroji, kai x > 0 
ir y > 0, — lygčiai —=-—. Todėl reikės spręsti sistemą, sudarytą iš dviejų 


x — 
A La ý 
lygčių: x? + y? = 100, xy = 48 ir dviejų nelygybiu: x > 0 ir y > 0. Atėmę panariui 


18 pirmosios lygties dviguba antraja lygti, gauname 
x? + y?- 2xy = 4, 


arba 
(x- y)? = 4. 
Iš čia 
x-y= 
x-y=-2 


arba 
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Vadinasi, y = x — 2 arba y = x + 2. Įrašę šias y išraiškas į antrąją lygtį, 
gauname: 


a) jei y = x — 2, tai 
x(x — 2) = 48, 
x? — 2x — 48 = 0, 
x = 8 arba x = —6. 
Kadangi x > 0, tai šaknis bus tik x = 8. Tada y = 6; 
b) jei y = x + 2, tai 


x(x + 2) = 48, 
x? + 2x — 48 = 0, 
x = -8 arba x = 6. 


Kadangi x > 0, tai x = 6, o tada y = 8. 

Taigi pavyzdyje pradinė lygčių sistema turi du sprendinius: a) x = 8, y = 6; 
b x =6, y = 8. 

Dar pridursime, kad logaritmu galima išreikšti bet kurios rodiklinės lygties 
a* = b (b > 0) šaknį (to mes dar negalėjome padaryti spręsdami 40 skyrelio 
pratimus). Ta šaknis yra x = log, b. 

7 pavyzdys. Išspręskime lygtį 5!-3* = 7. 

Pagal pagrindinę logaritmų tapatybę 7=5"57. todėl lygtį galima užrašyti 
šitaip: 

51-85 = 510857 


Iš čia 1 — 3x = log, 7 ir ==> Š logs? 


Pratimai 


Išspręskite lygtis (564—566). 


564. a) 2* = 10; b) (0,3)* = 7; 
e) F = 0,7; d) 10* = 1; 
e) log, x = 2; f) log,, x = -1; 
g) lg x = -2; h) logg z ==>. 
565. a) log, (3 — x) = 0; b) log, , (5 + 2x) = 1; 
c) log, (2x—4)=-2; d) log, (x? + 2x + 3) = log, 6. 
3 
566. a) 32% = 7, b) 0,2 = 3; 


) 5% =T d) 35749 
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Išspręskite nelygybes (567—570). 


567. a) log, x > 2; b) log, x < 0,1; 
c) log, , x > 5; d) log, , x < -2. 
568. a) 3* < 5; b) 0,8* < 11; 
e L2- T; d) 0,37* > 12. 
569. a) log, (x? — x — 4) < 3; b) log, (12 — 2x - x?) > 2; 
c) lg (x?— x +8) > 1; d) log, (x + 1) + log, x < log, 2. 
570. a) lg? x + 2 lg x > 3; b) log; x- log, x < 6; 
LT aN 
z— 9 < 9. =| -2-| >3. 
seas a (42) 
571. Kas daugiau: 
a) log, 5 ar log, 4; b) log, , 2 ar log, 3; 
c) log, 10 ar log, 30; d) log, 10 ar log, 57? 
572. Išreikškite lg x skaičiais lg a ir lg b (a > 0, b > 0, x > O): 
3 
a) pas b) x? =a254/p3: 
Jo? 
SD higa 
c) Yx =a b?; d) Véa =(Va) gr, 


Išspręskite lygtis (573—575). 


573. a) log, x = log, 3 + log, 5; b) log, x = log, 12 — 2 log, 2; 


c) log, x= log 7 2+ log; 3; d) log, x+ 2108, 2=log „s 3; 


a 


e) lg? x = 1; f) log? x — log x- 2 = 0; 
g) log? x+ logo 2x = 2; h) logž(x+1)- log y (x +1)=5. 
4 
574. a) x** = 10 000; b) x”* =125x?; 
0) x!982+-2 = 8; d) q 0831-83 i 1 
1 5 A 1 6 


575. 


E 


+ = + =]; 
a) lgex-6 lgx+2 b) lgx+1 Igx+5 | 


4 1 
c) A i d) 2log z x+ log, z =3. 
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Išspręskite lygčių sistemą (576—579). 


576. a x+y=7, b) log, x +log, y =1+ log, 9, 
lgx+lgy=1; x+y-20=0; 
ce +y’) d) si 
POR l; log;(x-y)= 2. 

577 +3 =12, u ii 
. Ša log: x- logi v= 4; 
oet) — 32 - 2! = 725, 
c) 1 d) y 
Ig(x- dA 2-1g5; 3* -22 =25 
d: Š 37.9* =81, 
578. a) 4! eA h b) 
x! =3! A Ig(x+y) -lgx= 21g3; 
31 +2l08a(y- p 
c) 8, 
2108, ( B x- sm logs (y - x) = logs (y + x); 
d) E. 1 T 
lg? y-2* =5. 
579. a 


osx y q = 5, b) g?tgx+cosy = 3, 
grsy e 8]1%* = 2: 


log, cosx + log, cos y = 1 — log, 4; 


y y 


wss _ 
3 3 > 


$ he sin x + log, sin y = -2, 


log, (sin x - cos y) + log, (sin x+cosy)=-1. 
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45. RODIKLINĖS FUNKCIJOS IŠVESTINĖ IR RODIKLINĖS 
FUNKCIJOS PIRMYKŠTĖ FUNKCIJA 


Ankstesniuose skyreliuose nubraižyti rodiklinės funkcijos grafikai buvo 
glodžios be lūžių kreivės, turinčios kiekviename taške liestinę. Jei funkcijos 
grafikas turi liestinę taške, tai funkcija yra diferencijuojama tame taške. Todėl 
natūralu laikyti, kad rodiklinė funkcija yra diferencijuojama visuose taškuose. 

Nubraižykime funkcijos a* grafikus, kai a = 2; 2,3; 3; 3,4 (147 pav.), ir 
įsivaizduokime, kad yra nubrėžtos grafikų liestinės taške, kurio abscisė lygi 0. 


y 
3,4 $ Ai 
13 
> 1 
2 
1 
ba 
23. 
ez 34 SÓN 
0 1 X 


147 pav. 
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Tos liestinés su abscisių ašimi sudaro kampus, kurie apytiksliai lygūs 35°, 40“, 
48° ir 51”. Vadinasi, didėjant a, funkcijos a* grafiko liestinės, nubrėžtos per 
tašką M(0; 1), krypties koeficientas didėja nuo tg 35° iki tg 51”. Savaime aišku, 
kad didindami a nuo 2 iki 3, rasime tokią a reikšmę, su kuria atitinkamos 
liestinės krypties koeficientas lygus 1 (t. y. posvyrio kampas lygus 45“). Griežtai 
šis teiginys (jo neįrodinėsime) formuluojamas šitaip: 

Egzistuoja toks didesnis už 2 ir mažesnis už 3 skaičius e, kad rodiklinės 
funkcijos y = e* išvestinė taške O lygi 1, t. y. 

Ax 
ži ius T (1) 
Ax 


1 teorema. Rodiklinė funkcija e* yra diferencijuojama kiek- 
viename taške ir 
(ey = e. 


Įrodymas. Pirmiausia apskaičiuojame funkcijos y = e* pokytį taške x,: 
Ay=e*0** —g% =e™ -e™-—e™ =e” (e~ -1) 
Taikydami (1) salyga, randame: 


Ay lė) e**-1 
Ax A o Ax 


>e”, kai Ax > 0. 


Iš čia, remiantis išvestinės apibrėžimu, išplaukia 
y = e", t. y. (er) = e*, kad ir koks būtų x. 
1 pavyzdys. Raskime funkcijos e** išvestinę: 
(e**Y = e** (Dx) = 50%, 
Pastaba. Įrodyta, kad e yra iracionalusis skaičius, todėl jis užrašomas 
begaline dešimtaine neperiodine trupmena. Kompiuteris pateikia daugiau kaip 


du tūkstančius skaičiaus e dešimtainių ženklų. Pirmieji dešimtainiai tos trup- 
menos ženklai yra tokie: 
e = 2,711828... . 
Funkcija e* dažnai vadinama eksponente ir žymima exp x (skaitoma: „eksp 
iks“). 
Kadangi skaičius e yra teigiamas ir nelygus 1, tai galima sudaryti lo- 
garitmus pagrindu e. : 
Apibrėžimas. Natūraliuoju logaritmu (žymimu ln) vadinamas 
logaritmas pagrindu e: 
In x = log, x. (2) 


Pagal pagrindinę logaritmų tapatybę 
ena=a, 


kad ir koks būtų teigiamasis skaičius a. 
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Todėl bet kurią rodikline funkciją a* galima užrašyti šitaip: 
ar = (el ax = gr Ina (3) 


Išvesime rodiklinės funkcijos a* išvestinės formulę, kai a — bet kuris teigia- 
masis skaičius. 


2 teorema. Jei a — teigiamasis skaičius, tai funkcija a* yra 
diferencijuojama kiekviename taške x ir 


(aY = a* In a. (4) 


Įrodymas. Remiantis sudėtinės funkcijos išvestinės teorema, iš (3) 
formulės išplaukia, kad funkcija a* (a > 0) yra diferencijuojama kiekviename 
taške x. Be to, 

(ay = (er na = ene ]n a=a* ln a. (5) 


Išvada. Rodiklinė funkcija a* yra tolydi kiekviename apibrėžimo srities 
taške, t. y. su kiekvienu a > O ir kiekvienu x, 


a“ >a”, kai x > Xp 


Teiginys išplaukia iš to, kad rodiklinė funkcija yra diferencijuojama, ir iš 
diferencijuojamos funkcijos tolydumo lemos (žr. p. 90). 
2 pavyzdys. Apskaičiuokime funkcijų 2* ir 57* išvestines. 
Taikome (4) formulę: 
(23 = 24 11.2: 


(5y = (3) - 5% In 5. 


3 pavyzdys. Ištirkime funkcijos y = xe* didėjimo (mažėjimo) intervalus 
ir ekstremumo taškus. 

Randame šios funkcijos išvestinę: 

y“ = (xerY = xer + xlerY = e" + xe* =e* (1 + x). 

Kadangi su kiekvienu x teisinga nelygybė e* > 0, tai y’ ženklas sutampa su 
dauginamojo 1 + x ženklu. Vadinasi, y” > 0 intervale (-1; œ). Todėl y didėja 
intervale [-1; œ). Intervale (—%; —1) teisinga nelygybė y“ < 0, todėl y mažėja 
intervale (-; —1]. Taške x, = -1 išvestinė keičia ženklą iš minuso į pliusą. 
Vadinasi, x, = -1 yra minimumo taškas. 

Funkcijos grafiko eskizas nubraižytas 148 paveiksle. 

Iš 1 ir 2 teoremos išplaukia 3 teorema. 


3 teorema. e* yra funkcijos e* pirmykštė 


a 
funkcija aibėje R. Be to, Ina Y funkcijos a* 
pirmykštė funkcija aibėje R. 

Iš tiesų In a yra konstanta. Todėl bet kuriame 
taške x 


, 


a a Eie tad sg 
lna lna lna i 148 pav. 
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580. 


581. 


582. 


583. 


584. 
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a“ 


Tuo įrodyta, kad 7 
na 
funkcija aibėje R, o iš lygybės (e*) = e* išplaukia, kad 
e* yra funkcijos e* pirmykštė funkcija aibėje R. 
4 pavyzdys. Raskime nurodytų funkcijų 
pirmykštes funkcijas: 
a) 55; b) 4 - 25; c) 4e™ — 10 - 0,6*. 
Remdamiesi 3 teorema ir pirmykščių funkcijų 
skaičiavimo taisyklėmis, užrašome atsakymus: 
Y .9x 4 x 
E b) 4 a mE qx 10. 06 4 
In5 In2 3 In 0,6 
5 pavyzdys. Raskime kreivės y = 3* ir tiesių 
y=0,x=-1,x=2 apribotos figūros plotą. 
Nagrinėjamoji figūra yra kreivinė trapecija (149 
pav.). Todėl jos plotą skaičiuojame pagal kreivinės 
trapecijos ploto formulę: 


yra funkcijos a* pirmykštė 


a) 


2 
3 |2 9 37 26 
S = 3d = = — = === 
/ p. In3-1 In3 In3 3ln3 
Pratimai 


Iš natūraliųjų logaritmų lentelių (arba skaičiuokliu) apskaičiuokite: 


a) In 3; 
c) In 47; 


b) In 56; 
d) In 1,7. 


Raskite funkcijos išvestinę (581—582). 


a) er; 


x 
2 91x, 
e) e? -3e 7; 


a) 2* cos x; 


x 
e) —; 
xŽ+1 


2 


b) e=; er; d) e555; 
f) e" +4e?; g) 1,74 +1; h) 3-7 . 2, 
b) 72 tg 3x; o peT d) Jxctg5x; 
x 8 -x 
ha A I, 
2% 4+5" 4* +5 Vx +0,5 


Ištirkite funkcijos didėjimą (mažėjimą) ir ekstremumus: 


a) xe“; 


b) xe**; O 1727: d) x*0,7. 


Tiesė liečia funkcijos f grafiką taške, kurio abscisé x,. Parašykite tos 


liestinės lygtį: 


a) f(x) = e", x, = 0; b) f(x) = 3", x, = 1. 
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585. Raskite nurodytos funkcijos pirmykštę funkciją: 
a) 45; b)7 er 00 - 3% d) 2 - 0,9* — 5,67; 
e) ež f) ar g) 1276 h) o as 
586. Apskaičiuokite integralą: 


a) |2*dx; b) JO,5*dx; o |4*dx; d j9dx. 
-2 0 -1 1 
587. Raskite nurodytų kreivių apribotos figūros plotą: 
ady=e, y=0, x=0, EA 
by=2, y=0, = Zl, ra 
0) U= 6, y=e*, g= 
d) y=3, o y= 9, sl, 


46. LOGARITMINĖS FUNKCIJOS ISVESTINÉ 


Įrodysime, kad su kiekvienu x > O teisinga lygybė 


ass (1) 
X 


Jei x — bet kuris teigiamas skaičius, tai pagal pagrindinę logaritmų tapatybę 
x =e"*, Sios lygybės kairiojoje ir dešiniojoje pusėje parašyta ta pati funkcija 
(apibrėžta aibėje R.). Todėl funkcijų x ir e" * išvestinės yra lygios, t. y. 


X = (eln y. (2) 


Dešiniosios pusės išvestinę skaičiuojame pagal sudėtinės funkcijos išvestinės 
sudarymo taisyklę, turėdami mintyje 1 teoremą (45 skyr.): 
(en ==. In” = Aa 10%, 0 X = 
Gautąsias išvestines įrašome į (2) lygybę: 
1 
1=x In' x. Iš čia ln x = = 
x 
“ Reikia dar išsiaiškinti, kodėl čia galima taikyti sudėtinės funkcijos iš- 
vestinės skaičiavimo taisyklę. Norint tuo įsitikinti, reikia parodyti, kad lo- 
garitminė funkcija diferencijuojama kiekviename taške. Funkcijų y = log, x ir 
y = a* grafikai yra simetriški tiesės y = x atžvilgiu. Kadangi rodiklinė funkcija 
diferencijuojama kiekviename taške, o jos išvestinė nelygi nuliui, tai rodiklinės 
funkcijos grafiko liestinė nė viename taške nėra horizontali. Todėl logaritmi- 
nės funkcijos grafikas kiekviename taške turi nevertikalią liestinę. Si sąlyga 
yra ekvivalenti logaritminės funkcijos diferencijuojamumui jos apibrėžimo sri- 


tyje. Y 


14. 1046 
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1 pavyzdys. Raskime funkcijų išvestines: a) In(5 + 2x); b) log, x; 
c) log, (2x). 


E 2 
Lili k AS 


b) (0803) = (553) = 1 > 


In3 xln3 
+ (m2 2 1 
log, 2x) = = = 5 
o) (log; z) ES 2xln7 xIln7 


2 pavyzdys. Ištirkime funkcijos y = x? lnx didėjimą, mažėjimą, 
ekstremumus ir nubraižykime jos grafiką. 
Funkcija apibrėžta, kai x > 0. Randame jos išvestinę: 
y =Zelnz+a? Le 2rlna+x = alina 2) 


Kadangi x > 0, tai y’ ženklas sutampa su sumos In x + 2 ženklu. Iš to aišku, 


kad y’ > 0 intervale (7: =}. todėl intervale q =] funkcija y didėja; 


e Ve’ 


intervale |0; 1 | išvestinė y” neigiama, todėl y mažėja intervale [o +) 


e ve 


išvestinė keičia ženklą iš minuso į pliusą. Vadinasi, tai — minimumo 


1 

Taške Ea 
taškas. 

Funkcijos grafiko eskizas nubraižytas 150 paveiksle. 


Iš (1) formulės matyti, kad kiekvieną funkcijos A pirmykštę funkciją inter- 


vale (0; œ) galima užrašyti šitaip: 
In x + C. (3) 
Funkcija = turi pirmykštę funkciją ir intervale (-+; 0). Tai — funkcija 
In (-x). Iš tikrųjų 
(ima) =)= 2. (4) 
Žinome, kad Ixl = x, kai x > 0, ir lel = 2 kai x < 0. Todėl In Ixl yra 
funkcijos E pirmykste funkcija kiekviename intervale, kuriam nepriklauso tas- 
kas 0. 
3 pavyzdys. Funkcijos — pirmykštė funkcija kiekviename in- 


tervale, kuriam nepriklauso taškas -3, yra In Ix + 3I + C. 
1 
Funkcijos 5517 pirmykščių funkcijų bendroji išraiška yra > ln l5x + 


+ 7| + C (kiekviename intervale, kuriame nėra taško 5 } 
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150 pav. 151 pav. 


4 pavyzdys. Raskime kreivių y=2, y =0, x= 1, x = 2 apribotos 


figūros plotą (151 pav.). 
Kadangi In x, kai x > 0, yra funkcijos pirmykštė funkcija, tai nagrinėjamos 
kreivinės trapecijos plotas lygus 


S=In2-1In1=1In 2. 


Pratimai 


Raskite funkcijos išvestinę (588—589). 


588. a) In 2x; b) log, ; *; c) log, (2 + 3x); d) log,, (9 + 5x); 
e) log, 7x; f) In (1 + 3x); g) In 6x; h) x? In x. 
680. g) YE, y pan: da d) Valga. 
x x*+1 


590*. Tiesė liečia funkcijos f grafiką taške, kurio abscisė x,. Parašykite tos 
liestinės lygtį. 
a) f(x) = lnx, x, = 1; b) f(x) = Inx, x, = 3; 
c) f(x) = lgx, x, = 1; d) f(x) = log, x, x, = 9. 
591. Ištirkite funkcijos didėjimą (mažėjimą) ir ekstremumus: 
Inx 


a) x lnx; b) x ln? x; o ==, d) -= 
x E 
592. Parašykite vieną iš funkcijos pirmykščių funkcijų: 
1 1 3 2. 8 

Do D 3125 O iii AB 

593. Apskaičiuokite integralą: 
7 a 
a) le de. b) j dx (a > 1); c) ¡e i 


Xx 43= = | 
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594. Apskaičiuokite kreivių apribotos figūros plotą: 


1 

a) y=0, S =l x=3 
1 

b) y = 0, pa pA EA 
1 

c)y=0, 125. x=4, x= 10; 
1 

d) y =0, q <= 03, x= 1 


47. LAIPSNINÉ FUNKCIJA IR JOS ISVESTINÉ 


1. Jau žinote, kad kiekvieną realųjį skaičių p ir kiekvieną teigiamąjį 
skaičių x atitinka skaičius x”. Todėl, fiksavę skaičių p, gauname funkciją f, 
apibrėžtą intervale (0; +) formule 

f(x) = AP. 

Ši funkcija vadinama laipsnine (su rodikliu p). Jei p > 0, tai laipsninė 
funkcija apibrėžta ir taške x = 0, nes 0” = 0. Kai p — sveikasis skaičius, 
laipsninė funkcija apibrėžta ir su x < 0. Jei p — lyginis skaičius, tai laipsninė 
funkcija yra lyginė funkcija; jei p — nelyginis skaičius, tai laipsninė funkcija 
yra nelyginė. Todėl laipsninę funkciją užtenka išnagrinėti tik intervale (0; »). 

Ankstesniuose skyreliuose buvo gauta funkcijos x? išvestinės formulė, kai 

STE e š 1 AT. AA ES 
p — sveikasis skaičius ir kai p= 2" Dabar išvesime laipsninės funkcijos išves- 
tinės formulę, kai laipsnio rodiklis yra bet kuris realusis skaičius p: 

(xPY = pen (1) 

Iš tikrųjų x = e!"*, todėl x? = e” "*, Pagal sudėtinės funkcijos išvestinės 
skaičiavimo taisyklę 

(PY 23 (e? Inxy/ = eb In x (p In xy = 


1 
= xPp . — = pe. 
x 
(1) formulė įrodyta. 

Kai p > 0, laipsninė funkcija didėja intervale (0; œ), nes (xP = px"! > 0, 
kai x > 0. Kadangi laipsninė funkcija lygi 0, kai x = 0, ir æ >0, kai x — 0 
ir x > O, tai tašką O reikia prijungti prie didėjimo intervalo, t. y. kai p > 0, 
laipsninė funkcija didėja intervale [0; +). Laipsninių funkcijų su įvairiais ro- 
dikliais grafikai nubraižyti 152—154 paveiksle. 

2. Išvesime apytikslę formulę 


(1 + Ax) = 1 + QAx (2) 


(formulė tuo tikslesnė, kuo mažesnis |Axl). 
Nagrinėkime funkciją f(x) = x”. Jai taikysime apytikslę 23 skyrelio formulę 


FG) = Rx) + F, Ax, (3) 
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152 pav. 153 pav. 154 pav. 
laikydami jos x, = 1 ir x = 1 + Ax. Tada Ax,) = AI) = 1. Kadangi f(x) = 0x*!, 
tai f(x) = f’) = al“! = a. Pagal (3) formulę 

Fo) = (1+ Ax’ = 1 + OAx. 
: ss ; 1 
Dažniausiai ši formulė taikoma skaičiuojant šaknis., Tare, kad «= —, gau- 
n 
name 


first eE. (4) 


n 


Pavyzdys. Apytiksliai apskaičiuokime: a) 4/1,08; b) /27,03; c) 191000. 
Taikome (4) formulę: 


a) 41,08 = (1+ 0,08)‘ aan 


b) 327,03 = 21 1,20) =3- q B alis 2 1a). 3,0011. 


3/27,03 artinys su aštuoniais ženklais po kablelio yra šitoks: 3/27,03 = 
= 3,0011107. 
c) Kadangi 2" = 1024, tai 


171000 = Y2” -24 =2. y1 - S= 21 - us) = 1,995. 


10.2” 


Iš (1) formulės išplaukia, kad laipsninés funkcijos Ax) = x? išvestinė yra 
laipsninė funkcija (f(x) = px”). Kitaip klostosi reikalai, ieškant laipsninės 
funkcijos pirmykščių funkcijų. 

Lengva patikrinti, kad, kai p * -1, laipsninės funkcijos f(x) = x? pirmykščių 


p+1 
funkcijų bendroji išraiška tokia: F(x)= 19 Kai p = -1, funkcijos f pir- 
P 


mykštė funkcija yra In Ixl + C. 
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595. 


596. 


597. 


598. 


599. 


600. 


RODIKLINÉ IR LOGARITMINÉ FUNKCIJA 


Pratimai 


Schemiškai pavaizduokite funkcijos grafiką ir raskite jos išvestinę: 
1 
a) f(x)=x*3; b) g(x)=x7; O) ulx)=x, d) v(x) = x*!. 


155 paveiksle nubraižyti funkcijų y = Jx „us Yx „y= Yx (x 20) grafikai. 


a) Raskite iš grafiko šaknų J2, 33, 4/3 artinius. 


b) Naudodamiesi lentelėmis arba skaičiuokliu, raskite J2, 2/3, 43 ar- 
tinius. 

c) Pritaikę (4) formulę, apskaičiuokite šaknų J2, 2/3 ir 43 artinius. 

Nurodymas. 2 =(1,4)* + 0,04; 3 = (1,4) + 0,256; 

3 = (1,3)* + 0,1439. 

Palyginkite gautus rezultatus. 


Taikydami (4) formulę, apskaičiuokite artinius: 


1 L 
a) (8-3)3; b) 481; o) 4625-3; d) 484. 


Raskite artinius: 

a) J9,02; b) 3/30; © 490; d) 3/33. 
Raskite funkcijos pirmykščių funkcijų bendrąją išraišką: 

a) y = x; b) y=x*3; c) ya d) y = 3x”. 
Apskaičiuokite kreivių apribotos figūros plotą: 

a) y =0, y=x%, x=0, yak 

b) y = 0, y==, EOS =D 

O y= 0, yar sal x = 32; 


1 
d) y=x%, y=2, x= 
x 


48. RODIKLINIO DIDÉJIMO IR RODIKLINIO MAŽĖJIMO 
DIFERENCIALINÉ LYGTIS 


Daugelio fizikos, technikos, biologijos ir socialinių mokslų uždavinių 


sprendimas pakeičiamas tokiu matematiniu uždaviniu: reikia rasti funkciją f, 
tenkinančią diferencialinę lygtį 


f(x) = kfix) (1) 


(k — konstanta). 


215 
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Žinant rodiklinés funkcijos išvestinės formulę, nesunku suvokti, jog (1) 

lygties sprendinys yra bet kuri funkcija 

f(x) = Cet* (2) 
(C — konstanta). Kadangi C — laisvai parenkama konstanta, tai (1) dife- 
rencialinė lygtis turi be galo daug sprendinių. 

Įrodysime, kad (2) išraiškos funkcijos yra vieninteliai (1) lygties spren- 
diniai. Išnagrinėkime bet kurią funkciją f, tenkinančią (1) lygtį, ir sudarykime 
pagalbinę funkciją 

F(x) = Fet; (3) 
Rasime funkcijos F išvestinę: 
F(x) = f(xje"* + Aa)e7**) = f'(x — kf(xje*. 
Įrašę vietoj f(x) reiškinį Kflx) iš (1) lygties, gausime: 
F(x) = kfxje™ — kflxje7* = 0. 


Iš funkcijos F išvestinės lygumo nuliui išplaukia, jog F(x) = C, kad ir koks bū- 
tų x. Tada iš (3) formulės randame 
fe = C. 


Todėl 
Rx) = Ce". 
Tai ir reikėjo įrodyti. 

Pastaba. Įrodydami teiginį, tarėme, kad funkcija f yra apibrėžta ir 
tenkina (1) lygtį visoje skaičių tiesėje. Sprendžiant uždavinius, pasitaiko funk- 
cijų, tenkinančių (1) lygtį tik tam tikrame intervale. Aišku, tokiu atveju už- 
davinio bendrasis sprendinys (2) formule reiškiamas tik tame intervale, ku- 
riame teisinga (1) lygtis. 

(1) diferencialinės lygties prasmė — funkcijos kitimo greitis taške yra pro- 
porcingas pačios funkcijos reikšmei tame taške. Si lygtis dažnai pasitaiko 
sprendžiant praktinius uždavinius. 

1 pavyzdys. (Radioaktyvusis skilimas.) Sakykime, pradiniu laiko 
momentu radioaktyvios medžiagos masė lygi 

m0) =m; (4) 


Žinoma, kad medžiagos masės m(t) mažėjimo greitis laiko momentu t pro- 
porcingas jos kiekiui, t. y. 
m'(t) = -km(t) (k > 0). 


Anksčiau įsitikinome, jog m(t) = Ce*t 


Konstanta C randame iš (4) sąlygos. Kai t = 0, 
m, = m(0) = Ce*:° = C, t. y. C = mo 
Taigi 
m(t) = me". (5) 
Išnagrinėtasis pavyzdys yra tipiškas: norint iš visų diferencialinės lygties 
sprendinių išskirti vieną, reikia žinoti „pradines sąlygas“. Siuo atveju tai 
(4) lygybė. 
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Laiko tarpas T, per kurį radioaktyvios medžiagos masė sumažėja perpus, 
vadinamas tos medžiagos „skilimo pusamžiu“. Žinodami T, galime rasti k. 
Kadangi 


1 de 1 
m(T)= Z mų, t. y. me kT a mo, 
E 2 2 
tal 
„T 1 
2 
Vadinasi, e" = 2, „T = In 2. Iš čia 
kas, 
T 


Pavyzdžiui, radžio skilimo pusamžis yra T = 1550 metų. Todėl (matuojant 
laiką metais) 
_ n2 


k == = 0,000447. 
1550 


Iš pradinės radžio masės m, po milijono metų liks tik 
m(10*) = m,e*"= 0,6 - 107m. 


* 2 pavyzdys. Sakykime, metinis gyventojų prieaugis lygus 2 %. 
Galima tarti, kad gyventojų skaičiaus S = S(t) priklausomybė nuo laiko (ma- 
tuojamo metais) apytiksliai reiškiama lygtimi 


St) = 0,02S(t). 


Tada teisinga formulė 
S(t) = 5,84; 

čia S, = S(0) — gyventojų skaičius mūsų skaičiavimų pradžioje. 

3 pavyzdys. Kūnas, kurio temperatūra pradiniu laiko momentu lygi 
T, yra temperatūros T, aplinkoje. Aišku, jei T, < T,, tai kūnas šils, o kai 
T,> T, — aus. 

Sakykime, kad kūno temperatūros T(t) kitimo greitis yra proporcingas 
temperatūrų skirtumui (nors faktiškai yra ne visai taip). Tai reiškia, kad* 


T(t) = RT - T). (6) 
Norėdami išspręsti (6) lygtį, imkime funkciją 
At) = TH- T.. 
Iš (6) išplaukia, kad 
f (t) = kft). 
Šios lygties bendrasis sprendinys yra 
At) = Ce*. 


* Atsižvelgdami į temperatūros T kitimo kryptį, kai T > T, ir kai T < T,, (6) lygybės dešiniojoje 
pusėje rašome minuso ženklą, nes koeficientą A laikome teigiamu. 
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T Todel 
T T(t) = Ce"! + T.. (7) 
T Kai t = 0, gauname 
T, T, = TO) = Ce? + T,=C+7T. 
Iš čia 
0 2 C=T,- T. 
I, Taigi (6) lygties sprendinys, tenkinantis pradinę 
sąlygą 
156 š 
da TO = T,, (8) 
yra šitoks: 
Tt) = T, + (T,- Te“. (9) 
156 paveiksle schemiškai pavaizduoti funkcijos 


T = T(t) 


grafikai, atitinkantys įvairias T, reikšmes. Kai t neaprėžtai didėja, visi jie 
artėja prie stacionariojo sprendinio 
Tl) = T, (10) 

gaunamo, kai T, = T, t. y. kai kūno temperatūra pradiniu momentu lygi 
aplinkos temperatūrai.3 

Su diferencialinėmis lygtimis susiduriate trečiąjį kartą. Priminsime pir- 
muosius du kartus. 

1. Vienetinės masės taškas juda vertikaliai, veikiamas sunkio jėgos. Jo 
koordinatė z tenkina diferencialinę lygtį 


=) = g. (11) 


Šios lygties bendrasis sprendinys yra 


z(t)= zo tutt, (12) 
kai 
z, = z(0), v, = z'(0). (13) 


Vietoj z, ir v, įrašę jų reikšmes, iš (12) gausime vienintelį sprendinį. 
2. Harmoninių svyravimų diferencialinės lygties 


y(t) = -w y(t) (14) 
bendrasis sprendinys yra 
y(t) = A cos (Ot + q); 


čia A ir q — bet kurios konstantos. Tas konstantas galima rasti žinant pradines 


sąlygas 
y(0) = y» y0) = vo 


Iš šių pavyzdžių matome, kaip plačiai tyrimams taikomos diferencialinės 
lygtys. Labai dažnai elementarūs dėsniai, kuriais aprašomi procesai, reiškiami 
diferencialinėmis lygtimis. Norint išsiaiškinti, kaip tie procesai vyksta, reikia 
išspręsti juos išreiškiančias diferencialinės lygtis. 
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Pratimai 


601. Įrodykite, kad funkcija y = 5e3* tenkina lygtį y“ = 3y. 

602. Įrodykite, kad funkcija y = 7e™ tenkina lygtį y“ = -2y. 

603. Įrodykite, kad funkcija y = 3e™ tenkina lygtį y’ = -7y. 

604*.Iš m mg radžio C po t min radioaktyvaus skilimo liko n mg. Raskite 
radžio C skilimo pusamžį. 

605*. Radioaktyvaus skilimo pradžioje buvo 1 g radžio A. Radžio A skilimo 
pusamžis lygus 3 min. Po kiek minučių liks 0,125 g radžio A? 

606*. Radioaktyvios medžiagos skilimo pusamžis lygus vienai valandai. Per 
kiek valandų medžiagos kiekis sumažės 10 kartų? 

607*.Radžio skilimo pusamžis lygus 1550 metų. Apskaičiuokite, kuri radžio 
dalis liks po 1000 metų. 

608*.Jei funkcija f turi išvestinę aibėje R ir su kiekviena argumento reikšmių 
pora x, x, yra teisinga lygybė fx, + x,) = Axfix,), tai fx) = e“* arba 
fx) = 0 su visais xe R. Įrodykite. 

609*. Vieno kūno temperatūra 200“, kito — 100°. Po to, kai abu kūnai 10 min 
aušo 0“ temperatūros ore, pirmojo kūno temperatūra buvo 100“, o antro- 
jo — 80“. Po kiek minučių abu kūnai bus vienodos temperatūros? 

610*.Du 100° temperatūros kūnai išnešti į lauką, kurio temperatūra 0“. Po 
10 min vieno kūno temperatūra buvo 80“, o kito — 64“. Po kiek minučių 
nuo aušimo pradžios temperatūrų skirtumas bus lygus 25°? 

611*.Motorinė valtis plaukia 30 km/h greičiu. Koks bus valties greitis, praėjus 
3 min, kai buvo išjungtas variklis? (Pasinaudokite tuo, kad valties greitis 


5 
v(t) tenkina diferencialinę lygtį v(t) = —kv(t), k= 3 v — greitis metrais 
per minutę.) 


Istorinės žinios 


Laipsniai su trupmeniniais rodikliais ir paprasčiausios laipsnių su trupme- 
niniais rodikliais veiksmų taisyklės pateiktos XIV a. prancūzų matematiko 
N. Oremo (1325—1382) darbuose. Prancūzas M. Ši u k ė (XV a.) vartojo 
laipsnius su neigiamais rodikliais ir su nuliniu rodikliu. 

Vokiečių matematikas M. Stifelis (1486—1567) vartojo termina 
„rodiklis“ (eksponent) ir nurodė, kad a? = 1, kai a = 0. Gretindamas natú- 
raliuosius skaičius su atitinkamais pasirinkto pagrindo laipsniais, jis tuo at- 
skiru atveju pastebėjo priklausomybes: 

log (ab) = log a + log b, log 2 = log a — log b. 

Logaritmus nepriklausomai vienas nuo kito pradėjo vartoti škotų ma- 
tematikas Dž. Neperas (1550—1617) ir šveicarų matematikas 
J. Biurgis (1552—1632). Logaritmų teoriją sukūrė Neperas. Jis nurodė 
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aritmetinių reiškinių skaičiavimo logaritmais būdus ir sudarė detalias loga- 
ritmų lenteles. Nepero lentelės mažai skyrėsi nuo natūraliųjų logaritmų dabar- 
tinių lentelių. Dešimtainių logaritmų lenteles sudarė anglų matematikas 
H. Brigsas (1556—1630). Leibnicas jau XVII a. pabaigoje sprendė 
rodiklines lygtis, taikydamas logaritmavimo taisykles. Naudojant logaritmų 
lenteles, o vėliau ir logaritminę liniuotę, labai supaprastėjo skaičiavimas. Len- 
telės ir liniuotė ilgą laiką buvo viena pagrindinių skaičiavimo priemonių. Pran- 
cūzų matematikas Laplasas yra netgi pasakęs, kad logaritmų išradimas pail- 
gino skaičiuotųjų amžių. 


Kartojimo klausimai ir uždaviniai 


1. 1) Ką vadiname n-tojo laipsnio šaknimi iš skaičiaus? Ką vadiname n-tojo 
laipsnio aritmetine šaknimi? 
2) Apskaičiuokite: 


a) Y27; b) V625; ec V-128; d) de o (Vx). 
3) Išspręskite lygtį: 


a) x3 = 125; b) xt = 64; x= d) xt =-16. 


1 . 
ET 
2. 1) Išvardykite pagrindines aritmetinių šaknų savybes. 

2) Pertvarkykite reiškinius: 


2 
6 4,2 

a) 18-34; pz. d 17) E 

3) Kuris skaičius didesnis: 

a) Y6 ar 3/5; b) Ys ar 3/3; 

© V128 ar Y4; d) 21% ar 1002? 


3. 1) Apibrėžkite laipsnį su racionaliuoju rodikliu. Pasakykite pagrindines to 
laipsnio savybes. 
2) Apskaičiuokite: 


us 
6 


sa 1 Ž KA 
a) 16 4; b) (5) ; c) (5) > d) Var: 


3) Kuris skaičius didesnis: 


2 3 
a) Vi ar 2; b) 33 ar 9 4; 
2 


c) E ar 0,3 3, d) 53 ar 5-26? 
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4, 1) Pasakykite pagrindines rodiklinės funkcijos savybes. 
2) Nubraižykite funkcijos grafiką: 


LV iv 
a) y = 4"; b) "EEE Cc) y = 6; d) y-[3) ; 
3) Kuris skaičius didesnis: 
YT 
a) 204 ar 23; b) 12% ar 192%; 
1 J5 1 J3 
c) D ar (3) ; d) 0,37 ar 0,32? 


5. 1) a) Raskite lygties a* = a“ (a > 0, a + 1) šaknis. 


b) Išspręskite nelygybę a* > a“ (išnagrinėkite du atvejus: 0 < a < 1 ir 
a > 1). 


2) Išspręskite lygtis: 
1 
a) 27“ =95; b) 3*2 — 3“ = 72; 


c) 0,57725 = V2; d) 9:+3 + 3*2 = 18. 


3) Išspręskite nelygybę: 
æti 
a) 3" < A b) B >4; des Es d) 0,2%>5, 
9 2 5 
6. 1) Ka vadiname atvirkštine funkcija? Pateikite funkcijos ir jai atvirkštinės 
funkcijos pavyzdžių. Suformuluokite atvirkštinės funkcijos teoremą. 


2) Pasakykite atvirkštinės funkcijos grafiko savybę. Nubraižykite funkci- 
jos f ir jai atvirkštinės funkcijos grafikus, kai: 


a) f(x) = 2x + 3; b f(x) = x; 
c) f(x) = x? x 2 0; d) f(x) = x*, x < 0. 


3) Išreikškite formule funkciją, atvirkštinę funkcijai f, kai: 


a) f(x) = -3x + 2; b) f(x) = x? + 1; 
1 
c) f(x) ENE ; d) fx) =x*, x < 0. 


7. 1) Apibrėžkite logaritminę funkciją ir nurodykite jos pagrindines savybes. 
2) Nubraižykite funkcijos grafiką: 


a) y = log, x; b) y = log, x; c) y=log; x; d) y=log, x. 
5 4 
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3) Kuris skaičius didesnis: 
a) log, 5 ar log, 6; b) log, 5 ar log, 6; 
3 3 
c) Ig 7 ar 3 Ig 2; d) log, 3 ar log, 2? 


8. 1) Pasakykite pagrindines logaritmu savybes. 


2) Išlogaritmuokite pagrindu a reiškinį: 


a) 160 "3/0? a=2; b) qe E a = 10; 
i 310057 
7 3 
o) qe. a = 3; a 07. 
[d Cs 


3) Apskaičiuokite x, kai: 

a) log, x = log, 1,5+ Š log 8; 
b) lg x= 1 +2lg3- 318125; 
5 log, 8 + log, 0,2; 
d) log, x = 5 log, 7 + : log, 27 — log, 16. 


c) log, x = 2 log, 5 - 


9. 1) a) Raskite visas lygties log, x = b (a > 0, a + 1) šaknis. 
b) Išspręskite nelygybę: 
log, x > log, c 
(išnagrinėkite du atvejus: 0 < a < 1l ir a > 1). 


2) Išspręskite lygtis: 


a) log, (x — 15) = 4; b) lg(x? - 2x — 4) = lg 11; 
c) In? (x — 2) = 4; d) lg? x + 2 lg x = 8. 

3) Išspręskite nelygybes: 

a) log, ¿ x > 2; b) log, x < 1; 

c) In x 2 —3; d) Ig x < -2. 


10. 1) Kas yra skaičius e? Kokią išvestinę turi funkcija y = e°? y = a”? 
2) Raskite funkcijos išvestinę: 


a) f(x) = e*; b) g(x) = e; 

c) u(x) = 3e7-L: d) v(x) = 5 — 2e***. 

3) Raskite nurodytos funkcijos pirmykščių funkcijų bendrąją išraišką: 
a) f(x) = e”; b) g(x) = e™; 


c) u(x) = 5e07x; d) v(x) = e* — Ter*, 
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1 
11. 1) Kam lygi funkcijos In x išvestinė? Raskite funkcijos — pirmykščių funk- 
cijų bendrąją išraišką. si 
2) Raskite funkcijos išvestinę: 
a) ln 3x; b) In (7 — 2x). 
3) Raskite nurodytos funkcijos pirmykščių funkcijų bendrąją išraišką: 
1 1 
a) Pz b) 8(*)= i 
12. 1) Kam lygi laipsninės funkcijos x” išvestinė? 
2) Nubraižykite funkcijos grafiką: 
a)y= x; b) y = x; Qy = x: d) y= xY, 
(Raskite nurodytos funkcijos išvestinę.) 
3) Raskite šių skaičių artinius: 
a) $/32,02; b) 7/127,9. 
Papildomieji IV skyriaus pratimai 
Schemiškai pavaizduokite funkcijos grafiką (612—613). 
612. a) y = 0,7; bu=(1) F c) y = log, ¿ X; d) y = log, x. 
613. a) y = Ig (—x); b) y = lg (x — 3); c) y = lg (x + 3); 
d y =lg x +3. 
Išspręskite lygtį (614—620). 
1-2 
614. a) 3* = 7; b) 2- T=10; c) 5" =4; d 03 2=5%, 
615. a) In (4 + 2x — x?) = 0; b) In (2x + 3e) = 1; 

c) In (x? — x + 2) = ln 4; d) In (x? + 3x + 1) = ln 11. 
616. a) e!* = e; Dei, rr d) 25% = 74, 
x 

617. a) log, x = —1; D b) log, x = log, 7; 
c) log, x = log, 7; d) log, x = 3 - log, 7. 
618. a) log, x=3; b) log, x = 2; 
2 
1 
c) log, (log, x) = 0; d) log4 (log > 
619. a) log, sin x + 1 = 0; b) log, (2* + 1) = 2; 


c) In (0,5 + x) = In 05 — In x; d) log, 2 + log, x = 


v| 
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620. 


621. 


622. 


623. 


624. 


625. 
626. 


627. 


628. 


629. 


630. 


631. 


632. 


633. 


a) 2 = 1: 

c) 8* + 18* =2 . 27; 
Apskaičiuokite: 

a) log, 2 - log, 3 - ... - log,, 10; 
Išspręskite nelygybes (622—625). 
a) lg x + lg (x — 1) < Ig 6; 

c) log, 2 > 0; 


a) Inx > 2; b) Inx < 5; 


2 x 
a (5) =: 


a) (1,7)*** < 7; 


b) (0,7) < 0,49; 


1 
2% <=; 
b) < 3 


Išveskite formules: 


a) log, b = ; 


log, a 
Išspręskite lygtis (627—630). 
a) log, 3 — log, 5 = 2; 
c) 2log; Vx = log; (9 - 2x); 


a) 518(2x-1)=1-lg/2=9; 
c) log; /x-5 +logz V2x-3 =1; 


a) e" =16; 

d xE* = 100 x; 

a) log, x + log ,2 = 1; 

c) log, x + log, x = log, 35; 
Išspręskite nelygybes (631—634). 


a) log,, (2,3 — 2x) < 1; 
c) log, (2 + x) > 0,5; 
a) log, (3 - x) < -1; 
c) log,, (2 — 5x) > 2; 


a) log, 17 > log, 11; 
c) log, 0,5 < log, 7; 
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b) 4cosx = 2; 
d) 25* - 10*=2 . #. 


b) log, 16, kai log,, 27 = a. 


b) log, ; x > log, (3 — 2x); 
d) log, „3 < 0. 


c) Inx < -3; d) log, x < 2. 
x. 1 1 
0,2 = 3 Poy . 
0) ( p= dD <27 


o 3% <108 d) *+25 3. 
E 


b) log, b= log „ b'. 


b) log, , (x? - 6x + 10) = 1; 
d) lg (4,5 — x) = lg 4,5 — lg x. 


b) log3 x =4-3log, x; 
| + > =], 
5+lgx 1-lgx 


b) ae x-2 = 27; 

de == 19527. 

b) log, x - log, x = log, 7; 
d) Igx + log, 10 = 2,5. 


b) log, , (3x — 2) > 1; 
d) log, (2 + x) < 0,5. 
b) log, , (1 + 2x) > 2; 
d) lg (4 - 3x) > 2. 

b) log, 2 > log, 5; 

d) log, 0,8 > log, 3. 
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634. 


635. 


636. 


637. 


638. 


639. 
640. 


a) ln (3 + 2x — x? + e?) > 2; 


c) lgx — 1 < 2 log, 10; 
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b) In? x — 2 < ln x; 


d) log, , log, 


Raskite funkcijos apibrėžimo sritį (635—637). 


a) log, œ - 1); 

c) log, (4 — x); 

a) log, (x? — 2x — 3); 

o) log, (x? -4x +6); 
4 


2% . 


——=; b) In sin x; 
3x+5 


a) In 


b) log, (x + 2); 


5 
B=x' 


d lg 


>0. 
2 


b) log, (6 + x — x°); 


d) log, , (x? + 6x + 9). 


c) lg cos x; 


d) log, Ixl. 


Apskaičiuokite naudodamiesi dešimtainių logaritmų lentele (638—639). 


a) log,, 5,3; 


a) Y17; b) Vr; 

Kuris skaičius didesnis: 
x 

= 

c) log, 3 ar log, 9; 


a) lug, £ ar log 
39 


b) log, , 0,17; 


c) log, e; 


c) 2,3%; 


d) log, 23. 


d) e”. 


b) log, 3 ar log, 2; 


d) log, 10 ar log, 907 


Apskaičiuokite funkcijos išvestinę (641—649). 


641. a) e”; b) 3e>; 
3 
642. a) 5*; b) qa? 
gr 
643. a ; b) Yx-tgx; 
cosx 
644. a) esinx: b) grosa; 
645. a) log, x; b) lg 5x; 
646. a) x? In x; b) 3* In (5x); 


15. 1046 


U ra: 
po 
c) 92; 


ctgx. 
Jx > 
c) 35 tgx: 


c) lg (3 + 4x); 


c) 


sinx | 


o In (7x) i 


d) 3*. 


d) 5* sin 2x. 


wla 


2 
ay 
d) 72 tex 
d) log, (3 — 2x). 


d) 


In (2x) 


Jx+3 
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647. a) In (sin x); b) In (tg x); c) log, (x3 + 4Jx + 5); 
d) lg (sin 3x + 2*). 


648. Tiesė liečia funkcijos f grafiką taške, kurio abscisė lygi x,. Parašykite tos 
liestinės lygtį: 


a) f(x) = e”, x, = 0; b) fœ) = 10%, *, = 1; 
1 1 
c) f(x) = In (2x), x, = 75 d) f(x) = lg (3x), x, = > 
Nubraižykite funkcijos grafiką (649—651). 
649*.a) f(x) = ln? x; b) g(x) = e* sin x; 
c) f(x) = ae d) p(x)= log; x. 
1 2 
650*.a) ula) = 5; b) v(x) = tg? x — 3 tg x; 
1+In*x 
2 
c) h(x) = in X, d) w(x) = In? x — 3 In x. 
x 
* Ž A 4 E 
651*.a) p(x)= 3log; x - log; x; b) g(x) PT, 
o I) Ti d f) = z. 
e g? 


Raskite nurodytos funkcijos pirmykštę funkciją (652—653). 


1 3 5 4 
652. do” b) 5x+1' c) 555 d) 75x 
1 23 2 
E TT d) x* 
653. a) 3x b Vx c) Ja J 
654. Apskaičiuokite integralą: 
= S = ps 
a)! Je á ) 58147 c) X j ) 22 +3 


655. Apskaičiuokite figūros, kurią riboja funkcijų grafikai plotą: 


des Ll get raare 
x 
bDy=Ž,y=3 1-2 
x 
2 
O W= =; = E A 3 
x 
Šu pd: 
x 


656. 


657. 


658. 


659. 


660. 


661. 
662. 


663. 


664. 


665. 


INN 


n À 
/ 
> 
» 
Ñ 
Y 
4 
Ñ 
/ 
| 
; 
Ñ 
4 
N 
4 
Ñ 
. 
. 
Ñ 
/ 
N 


Kiekvieną racionalųjį skaičių galima išreikšti begaline dešimtaine pe- 
riodine trupmena. Įrodykite. 

Išreiškiant racionalųjį skaičių begaline desimtaine trupmena dalijimo me- 
todu, negalima gauti periodo (9). Irodykite. 

Įrodykite, kad kiekviena begalinė dešimtainė periodinė trupmena yra 
racionaliojo skaičiaus išraiška. 

Įrodykite, kad skaičius 3,272772777277772... (po pirmojo dvejeto para- 
šytas septynetas, po antrojo — du septynetai, po trečiojo — trys sep- 
tynetai ir t. t., po n-tojo dvejeto parašyta n septynetų ir t. t.) yra ira- 
cionalus. 


Įrodykite, kad nurodytasis skaičius iracionalus (660—661). 
a) V2; b) 2 ; o Y3; d) lg 5; e) lg 43. 


a) V3 + V5; b) J2 + V3; © V2 + 13 + J5. 


Jei natūralusis skaičius a nėra kvadratas, tai Ja — iracionalusis skai- 
čius. Įrodykite. 


Išskaidykite dauginamaisiais: 
a) xt + 4; IS A e A dE 
c) (x + y + z- x -— y?- 2; d) x? + y? + 2? — 3xyz. 


Panaikinkite iracionalumą vardiklyje: 
1 1 1 
a) —=; b) —=—— =F; Y — ==. 
J2 +Y3 J2 13 +45 3/2 +Y5 +3/7 
Irodykite, jog né vieno racionaliojo skaiciaus r negalima isreik3ti suma 


r=kV2 + pV3, 


kurios k ir p — nelygūs nuliui sveikieji skaičiai. 
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666. 


667. 


668. 


669. 


670. 


671. 


672. 


Įrodykite, kad skaičiai Ją, J3 ir /5 nėra nei aritmetinės, nei geomet- 
rinės progresijos nariai (net ir ne gretimieji). 


Išveskite formulę: 


/ 2 2 
a) A e I 
b) Te RE Ass A“ B 


2 


Suprastinkite reiškinius: 


a) J67-4242 + /19- 642; 
b) 151-4477 -447 - 4433; 
© 194-4245 + 1129-5645. 


Spresdami 669 ir 670 uždavinį, taikykite sekos ribos apibrėžimą: 
lim a, = A, 
n—0 
kai kiekvieną skaičių e > 0 atitinka toks numeris N, kad su visais n > N 
teisinga nelygybė 
la,- Al <€. 


Įrodykite teoremą: jei su kiekvienu natūraliuoju n teisinga nelygybė 


a, Sbn <c, ir lima, =limc, =A, 
n=% n>0 


tai egzistuoja ir riba limb,, taip pat lygi A. 
n=% 


Seka vadinama nykstamaja, kai jos riba lygi nuliui. Irodykite, kad: 

a) dviejų nykstamuju sekų suma yra nykstamoji seka; b) aprėžtos sekos 

(t. y. sekos, kurios visi nariai a, tenkina nelygybę la,| < M; tia M — 

skaičius) ir nykstamosios sekos sandauga yra nykstamoji seka; c) lygybė 
lima, = A 


n=% 
teisinga tada ir tik tada, kai seka b, = a, — A yra nykstamoji. 
Taikydami 670 uždavinio teiginius, įrodykite sekų sumos, skirtumo, san- 
daugos ir dalmens ribų teoremas. 


Funkcija f vadinama nykstamaja taške a, kai 
lim f(x) = 0. 
xa 


Suformuluokite ir įrodykite nykstamųjų funkcijų teoremas, analogiškas 
670 uždavinio teoremoms. 


Sunkesni uZdaviniai 
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673. Remdamiesi 672 uždavinio teiginiais, įrodykite dviejų funkcijų sumos, 


674. 


675. 


676. 


677. 


678. 


sandaugos ir dalmens ribų teoremas. 


Apskaičiuokite sekos ribą: 


8) a) b) tim(2-V2-42-42....*42) 


Remdamiesi ribos apibrėžimu, įrodykite, kad lygybė teisinga: 
a) lim, = 0; b) lima =1 (a > 0); e) lim/n =1. 
Apskaiciuokite funkcijos riba: 


Jei egzistuoja lim x,, tai egzistuoja ir 


J X, PX 
lim L 2 


ne 


", lygi limx,. Įrodykite. 


678—682 uždaviniai sprendžiami matematinės indukcijos principu, kuris 
dažnai laikomas viena aritmetikos aksiomų. Tas principas formuluojamas 


šitaip. 


Jei teiginys, priklausantis nuo natūraliojo kintamojo n: a) teisingas, kai 
n = n, ir b) iš prielaidos, jog jis teisingas, kai n = k (čia k > n, — bet ku- 
ris natūralusis skaičius), išplaukia, kad jis teisingas, kai n = k + 1, tai 
tas teiginys teisingas, kai n — bet kuris natūralusis skaičsius, ne mažesnis 


už ny 


Matematinės indukcijos metodu įrodykite, kad yra teisingos šios lygybės: 


a) 174258 +...+n? = apei) 


6 
n(2n- 1)(2n +1) 

3 > 
o 1+3%+5*+..+(2n-1) =n*(2n? -1) 


b) 1*+32+52+...+(2n-1) = 


d) 1:1!+2-21+3-31+ + n-n!=(n+1)!-1; čia n!=1-2-3-..-n 


E E S 1 1 
4:5 56 67" (n+8)(n+4) 4(n+4)' 


e) 


4n(2n - 1)(2n + 1) f 
3 ; 


f) 2+6+..+(4n-2) = 
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679. 


680. 


681. 


682. 


683. 


T 7 7 1 

g) + + +...+ + =]; 
1-8 8-15 15-22 (Tn-6)-(Tn+1) 7n+1 
Lo 1 1 1 1 


+ + +...+ + a 
4.8 8.12 12-16 4n(4n +4) 16(n +1) 16 
Matematinės indukcijos metodu įrodykite, kad teisinga nelygybė: 
a) Isinnxl <n lsinxl; 
1 ll 1 
+ Mei > 
n+1 n+2 3n+1 


c) (1+ A) >1+ nh, kai n > 2 — bet kuris natūralusis skaičius, h > -1 
ir A > 0 (Bernulio nelygybė); 


b) 


1; 


n n(n-1) 2 > x a Sais, 
d) (1 + h) >l+nh+ Sr h“, kain > 3 — bet kuris natūralusis skaičius 
ir h > 0. 
Matematinės indukcijos metodu įrodykite, kad su kiekvienu natūraliuo- 
ju n skaičius: 
a) 6% + 1 dalijasi iš 7; b) 372 + 24 +1 dalijasi iš 11; 
c) 4” + 15n — 1 dalijasi iš 9; d) 77 — 1 dalijasi iš 48. 
Matematinės indukcijos metodu įrodykite, kad n plokštumos tiesių dalija 


k p ais 
tą plokštumą ne daugiau kaip į Ek dalių. 


Matematinės indukcijos metodu įrodykite, kad n plokštumų dalija erdvę 
(n+1)(n? —n+6) 
6 


Kad ir koks būtų skaičius M, galima rasti tokį natūralųjį skaičių n, jog 
suma 


ne daugiau kaip į dalių. 


A TAI 1 
1+-+—4+..1+— 
2 3 n 
bus didesnė už M. Įrodykite. 
y 684. Raskite funkcijos Ax) = x|x| išvestinės reikš- 
me f'(0). 


685. Irodykite, kad funkcija f (x) = 9/,2 neturi išves- 
tinės taške 0. 


Y 686. Nurodykite 22 skyrelio 2 pavyzdžiui analogiš- 
ką metodą funkcijos y = x* grafiko liestinei nu- 
brėžti. 

687. Iš kvadratinės funkcijos y = ax? + bx + c grafiko 

eskizo (157 pav.) nustatykite koeficientų a, b, c 

ir diskriminanto D ženklus. Paaiškinkite, kaip 

157 pav. bendruoju atveju nustatomi a, b, c ir D ženklai. 
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688. 
689. 


690. 


691. 


692. 


693. 


694. 


695. 


696. 


158 pav. 159 pav. 


Apskaiciuokite funkcijos n-tąją išvestinę. 


Iš f(x) = ax + b išraiškos funka Ašskirkite tas, kurios turi savybę: 

a) ffx) = f(x), kad ir koks būtų x; 

b) f(x) = x, kad ir koks būtų x. 

Sudarykite funkcijas fœ) = ff), fa) = FCO) ir tt, 


f(x) = FUE...(f(x)...)) ir nurodykite f(x) apibrėžimo sritį, kai: 


n kartų 
il: 
a) f(x) =3- x; b) f(x) = = 
) f(x) = e 
o fia) = l-x` 


Ar apgręžiamoji funkcija x — 2{x}? 


ax+b 
b) y= 22 išraiškos funkcijų išskirkite tas, kurios 


Iš a) R 


sutampa su atvirkštine funkcija. 


ax+b 
Trodykite, kad tiesiškai trupmeninés funkcijos Y = S 


k 
+ 0) grafiką galima gauti lygiagrečiuoju postúmiu iš funkcijos y = 2 gra- 
fiko. Raskite koeficientą k. 


(c +0, ad -bc + 


158—159 paveiksle nubraižytas funkcijos f grafikas. Nubraižykite nuro- 
dytos funkcijos grafiko eskizą: 


a) y = f(-2x); b) y = f(lx1); ©) y = If); 
1 
d) y = f- x); e) y = -f(-lx1); E 
i i = 


(159 paveiksle pavaizduotos funkcijos reikšmė taške 0 lygi 1). 
Nurodykite atkarpoje [0; 1] apibrėžtą apgręžiamają funkciją, turinčią du 
ekstremumo taškus. 


Įrodykite, kad kiekviena kubinė lygtis x? + ax? + bx + c = O turi bent 
vieną realiąją šaknį. 
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697. 


698. 


699. 


700. 


701. 


702. 


703. 


704. 


705. 


706. 


707. 


Įrodykite, kad yra vienintelė nevertikali tiesė /, einanti per nurodytą 
parabolės y = ax? + bx + c tašką M ir neturinti su parabole kitų bendrų 
taškų. Įrodykite, kad tiesė l yra parabolės liestiné taške M. 

Įrodykite, kad hiperbolés xy = a? liestinės ir koordinačių ašių apriboto 
trikampio plotas yra pastovus ir lygus 2a?, o lietimosi taškas — apie ta 
trikampį apibrėžto apskritimo centras. 

Taškų M(x; y), per kuriuos galima nubrėžti k parabolės y = x? liestinių, 
aibė žymima M, (k = 0, 1, 2, ...). Pavaizduokite aibes M, koordinačių 
plokštumoje. 

Tarkime, kad funkcija f diferencijuojama kiekviename skaičių tiesės taš- 
ke x, be to, f(x, + x,) = f(x,) + f(x,), kai x, ir x, — bet kurie realieji 
skaičiai. Įrodykite, kad f'(x) yra konstanta. 

Įrodykite, kad n-tojo laipsnio daugianaris turi ne daugiau kaip n šaknų 
ir ne daugiau kaip n — 1 ekstremumo taškų. 

Įrodykite, kad n-tojo laipsnio daugianaris kiekvieną savo reikšmę įgyja 
ne daugiau kaip n kartų. 


p(x) 


Sakykime, R(x)= —— — racionalioji trupmeniné funkcija (n — daugia- 
x 

nario p(x) laipsnis, m — daugianario q(x) laipsnis). Įrodykite, kad: 

a) R(x) kiekvieną reikšmę įgyja ne daugiau kaip k = max (m, n) taškuose; 

b) R(x) ekstremumo taškų skaičius ne didesnis už m + n — 1, kai mn, 

ir ne didesnis už m + n — 2, kai m = n. 

Išveskite atvirkštinių trigonometrinių funkcijų išvestinių formules: 


y 1 
a) arcsin’ x = š b) arccos’ x =- 4 
1-x? 1-x? 
"x= ; d tg x=- > 
c) arctg i ) arcctg' x TE 
Įrodykite tapatybę: 
2 T r 
a) arcsinx + arccos x= 2 b) arctgx + arcctg x = 7 


Kiekvieną funkciją, kurios apibrėžimo sritis simetriška taško 0 atžvilgiu, 
galima vieninteliu būdu išreikšti lyginės ir nelyginės funkcijos suma. 
Trodykite. 

160—162 paveiksle pavaizduota periodinės funkcijos f, apibrėžtos visoje 
skaičių tiesėje, grafiko dalis. Koks gali būti funkcijos f periodas? Nu- 
rodykite visas galimas periodo reikšmes. 


y y y 
0 2x 0 3 6 x 0 2 4x 


160 pav. 161 pav. 162 pav. 
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708. 


709. 


710. 


711. 


712. 


713. 


714. 


715. 


716. 


717. 


y y y 
0 Tx T 3T 0 T T ox 
4 4 2 
163 pav. 164 pav. 165 pav. 


Jei galima, papildykite 163—165 paveiksle pavaizduotų funkcijų grafikus 
iki grafikų periodinių funkcijų, kurių mažiausias teigiamas periodas ly- 
gus T ir kurios yra: a) lyginės; b) nelyginės. 
Ar yra periodinių funkcijų, kurių periodas: a) lygus bet kuriam racio- 
naliajam skaičiui ir nelygus nė vienam iracionaliajam skaičiui; b) lygus 
bet kuriam iracionaliajam skaičiui ir nelygus nė vienam racionaliajam 
skaičiui? 
Su kokiomis n reikšmėmis funkcija turi n ekstremumo taškų, kai ji yra: 
a) lyginė; b) nelyginė; c) periodinė? 
Įrodykite, kad funkcija f neperiodinė: 
a) f(x)=cosx- cos[x2), b) /(x)= cosx + cos (x42) 
c) f(x) = sin x?; d) f(x) = sin Vx. 
Įrodykite, kad dviejų tolydžiųjų periodinių funkcijų, neturinčių bendrų 
periodų, suma yra neperiodinė funkcija (abi funkcijos apibrėžtos visoje 
skaičių tiesėje). 
Įrodykite, kad 

sin 47° + sin 61° — sin 11° — sin 25° = cos 7°. 
Suprastinkite: 
a) sinx + sin 2x + sin 3x +... + sin nx; 
b) cosx + cos 5x + cos 9x +... + cos (4n — 3)x. 
Yra žinoma, kad 
sinA sinB sinC 


ZA+ZB+ZC=180", 
b c 


Įrodykite, kad 


a? = b? + c? - 2bc cos A 
(ZA, Z B, Z C — nebūtinai teigiami). 
Trodykite, kad reiškinį 
a sin x + b cos x 
galima užrašyti 


tarus, kad A=va*+0?. 


Jei trikampio kraštinės a, b ir c sudaro aritmetinę progresiją, tai arit- 


A cos (x + 0), 


A B C 
metinę progresiją sudaro ir skaičiai ctg 9? ctg z’ ctg z Trodykite. 
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718. 


719. 


720. 


721. 


722. 


723. 


724. 


Trodykite, kad sin x ir cos x yra racionalieji skaiciai tada ir tik tada, kai 
85 yra racionalusis skaičius. 


Įrodykite, kad: 
a) 16 cos 20° cos 40° cos 60° cos 80° = 1; 
b) cos? 3 + cos? 1 — cos 4 cos 2 = 1. 
a) Sakykime, tiese judančio m masės kūno potencinė energija taške x ly- 
gi u(x). Įrodykite, kad to kūno koordinatė x(t) tenkina diferencialinę lygtį 
mx” (t) = u(x); 
b) įrodykite, kad materialaus m masės taško harmoninio svyravimo x“ = 
2 

= —0*x potencinė energija u lygi E k = mo? (tarkite, kad u(0) = 0). 
Įrodykite, kad pagal antrąjį Niutono dėsnį judančio tiese materialaus 
m masės taško pilnutinė energija 

mv’? 


E ==, +u(x) 


nekinta (u(x) — potenciné energija). 
Sakykime, x,(t) ir x,(t) — du lygties 

x"(t) = —o?x(t) 
sprendiniai. Įrodykite, kad funkcijos x,(t) — x,(t) ir kx (t) (k — bet koks 
skaičius) irgi yra tos lygties sprendiniai. 
Įrodykite, kad lygties 

x"(t) = -0žx(t) 
sprendinys yra 

x = Á cos (ot + 9), 

tenkinantis pradines sąlygas x(0) = x,, x'(0) = v, 
Remdamiesi 722 ir 723 uždavinio teiginiais, įrodykite, kad bet kurį dife- 
rencialinės lygties 

x"(t) = —0žx(t) 
sprendinį galima išreikšti šitaip: 
x = A cos (œt + q). 


725. Taškas P(t) tolygiai juda skaičių plokštumos ap- 
skritimu, kurio spindulys lygus A, o centras su- 
tampa su koordinačių pradžia. Jis juda priešinga 
laikrodžio rodyklei kryptimi ir per laiko viene- 
tą pasisuka œ radianų. Tarkime, kad vektoriaus 
OP pradinė padėtis OP, sudaro su teigiamąja 
Ox ašies kryptimi kampą q (166 pav.). Įrodykite, 
kad taško P(t) projekcija Ox ašyje svyruoja har- 

166 pav. moningai ir nustatykite konstantas A, wir q. 
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726. 


727. 


728. 


729. 


730. 


731. 


732. 


733. 
734. 
735. 


736. 


737. 


Remdamiesi 725 uždavinio teiginiu, įrodykite, kad dviejų vienodo dažnio 
harmoninių svyravimų suma yra to paties dažnio harmoninis svyravimas. 


Remdamiesi 722 uždavinio teiginiu, įrodykite, kad dviejų vienodo dažnio 
harmoninių svyravimų suma yra to paties dažnio harmoninis svyravimas. 
Įrodykite, kad dviejų harmoninių svyravimų 

x (t) = A, cos (0,t + Qq,) ir x,(t) = A, cos (0,t + Q,) 
suma yra periodinė funkcija tada ir tik tada, kai jų dažnių santykis yra 
racionalusis skaičius r, t. y. kai 2ra r. 

02 

Sakykime, f(x) — ne aukštesnio kaip 3-ojo laipsnio daugianaris. Įro- 
dykite, kad 


J f(x)dx = Ųų +4y, + Ya), 


a 


b 
kai y, = f(a), y, = A=) y, = f(b). 


Vandens lašas, kurio pradinė masė lygi M, krinta veikiamas sunkio jėgos 
ir tolygiai garuoja netekdamas kas sekundę m masės. Kokį darbą atlieka 
sunkio jėga per laiko tarpą nuo lašo kritimo pradžios, kol jis visiškai 
išgaruoja? 

Reikia supilti kūgio formos smėlio krūvą, kurios aukštis H, o pagrindo 
spindulys R. Smėlis pilamas nuo pagrindo plokštumos. Kokį mažiausią 
darbą reikės atlikti nugalint sunkį, kai smėlio tankis lygus p? 
Vienalytė trikampė plokštelė, kurios pagrindas a = 40 cm, aukštis h = 
= 30 cm, storis d = 0,2 cm, o medžiagos tankis p = 2,2 g/cm, sukama apie 
pagrindą pastoviu kampiniu greičiu 0 = 5r s-!. Apskaičiuokite plokštelės 
kinetinę energiją (į plokštelės storį nekreipkite dėmesio). 

Raskite vienalyčio pusskritulio, kurio spindulys R, masės centrą. 
Raskite vienalyčio pusrutulio, kurio spindulys R, masės centrą. 


Įrodykite, kad Archimedo jėgai nugalėti reikalingas darbas gramzdinant 
homogeninį kūną į vandenį lygus pgVh; čia p — vandens tankis, g — 
laisvojo kritimo pagreitis, A — gylis, kuriame yra apsemtos kūno dalies 
masės centras, V — tos dalies tūris. 


Apskaičiuokite integralą: 


28 ==, 3 
a) | IE dx; b) fx 3 1 = Ž dx; c) Í (cos? x+ cos“ x)sin xdx. 
2 2 


o ¡a 
4 


Raskite funkcijos f(x) = x* išvestinę. 
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738. 


739. 


740. 


741. 


742. 


743. 


744. 


745. 


Ištirkite funkciją ir nubraižykite jos grafiką: 


e* 


a) y=—; b) y = 4267; 
> | 
c) y=WxInx; d) v= (9-2 
| | 
Raskite funkcijos reikšmių sritį: 
a) cos? x — cos x; b) 3 cos x — 4 sin x - 2; 
c) 4* + 25; d) x* (x > 0). 


Koordinačių plokštumoje pavaizduokite aibę taškų, kurių koordinatės 
tenkina nurodytą sąlygą: 


x? -y 
a) ——=—<0; b) lx+ yl + Ix- yl = 4; 
x? +y? -1 á d 
xy+1_ y+1 
y > |x]; g ASE 
©) Jx+y |x|; ) ai yl 
e) [x] < [y]; f) (x) > ly). 


Taikydami integralą, apskaičiuokite ribas: 


n> n n 2 


A S O e A 
a) lim*|sin=+sin—+...+sin 
n n 


S 


: 1 1 1 
b) lim + +... + ; 
nal n+1 n+2 n+n 


ej Tm 1 4+2%+..+n? (p 3 0) 


n>% pr 


= -1 1 
d) hn + S +...+ Ll 2 (p>1). 


n+1) (n+2) (n+n) 
Kiek realiųjų šaknų turi lygtis: 


a) x? — 4x? — 3x + 5 = 0; b) x? — 9x = a (a — parametras)? 


364 [847 vale- [847 
27 27 


Su kokiais pagrindais a yra skaičių x, lygių savo logaritmui, t. y. ten- 
kinančių sąlygą x = log, x? 


Įrodykite, kad skaičius 


yra racionalus. 


Su kokiomis parametrų a, b ir C reikšmėmis apibrėžtas integralas: 


è dx 3 dx t. da 
e a UN 2 
ca 27 ds 15 o ea 
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KARTOJIMO MEDŽIAGA 


1. REALIEJI SKAIČIAI 


1°. Pradinėje mokykloje susipažinote su natūraliaisiais skaičiais (1, 2, 
3, ...) ir sveikaisiais skaičiais (... -2, —1, 0, 1, 2, ...). Skaičiai, kuriuos galima 


A E m ; k ; ; ; S 
išreikšti santykiu r=--, kai n — natūralusis, o m — sveikasis skaičius, va- 


. . . . . n . . . . . . . . . “T . . 
dinami racionaliaisiais. Aritmetikos veiksmai su racionaliaisiais skaičiais (tai- 
gi ir sveikaisiais) atliekami pagal žinomas taisykles. 


Bet kurį racionalųjį skaičių r= Ža galima išreikšti begaline desimtaine 
n 
trupmena: 
r=ža, 0,0, .. a 


„tvo 


kurios a, — sveikasis neneigiamas skaičius; a,, a,, ..., Q,, ... — Skaitmenys. 


n? 


Norint ją surasti, reikia trupmenos skaitiklį padalyti iš jos vardiklio. Pa- 


verčiame begaline dešimtaine trupmena šitaip: 


A ue LIO 
vyzdžiui, skaičių 101 


110 101 


101 1,089108 
900 
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Gautoji trupmena 1,08910891 ... yra periodinė, nes dalybos liekanos (skai- 
čiai 9, 90, 92, 11, 9, ...), taigi ir dalmens skaitmenys (1, 0, 8, 9, ...) periodiškai 
kartojasi. Pasikartojanti skaitmenų grupė vadinama trupmenos periodu; už- 
rašant periodinę trupmeną, periodas suskliaučiamas lenktiniais skliausteliais. 


Šiuo atveju trupmena a = 1,08910891 ... rašoma šitaip: e 1,(0891). 
Periodinė dešimtainė trupmena gaunama visais minėtos dalybos atvejais. (Iš 
tiesų sveikojo skaičiaus dalybos iš natūraliojo skaičiaus n liekana yra vienas 
iš skaičių 0, 1, ..., n — 1, todėl iš viso bus n — 1 skirtingų dalybos iš n liekanų, 
nelygių 0. Vadinasi, dalijant iš n „stulpeliu“, bus liekana, lygi vienai ankstesnių 
liekanų. Po to liekanos, taigi ir dalmens skaitmenys pradės periodiškai kar- 
totis. Be to, periodas bus ne ilgesnis už n — 1.) Kai dalijant pasitaiko liekana 
0, gaunama baigtinė dešimtainė trupmena, kurią irgi galima užrašyti begaline 
periodine trupmena, prirašius iš dešinės begalinę nulių seką. Pavyzdžiui, 


5 
i“ 0,3125 = 0,3125000... = 0,3125(0). 


Taikant nurodytą dalybos taisyklę, negalima gauti begalinės dešimtainės 
trupmenos, kurios periodas 9. Tokios trupmenos nenagrinėjamos, t. y. jos 
nelaikomos realiųjų skaičių išraiškomis. 

Taigi kiekvieną racionalųjį skaičių galima užrašyti begaline periodine de- 
šimtaine trupmena, kurios periodas nelygus 9. Teisingas ir atvirkštinis tei- 
ginys: bet kuri begalinė periodinė dešimtainė trupmena yra racionaliojo skai- 
čiaus išraiška. Vienas begalinės dešimtainės periodinės trupmenos reiškimo 
paprastąja trupmena būdas bus nurodytas toliau. 

2“. Iš geometrijos kurso žinoma, kad kvadrato, kurio kraštinė lygi 1, įstri- 
žainės ilgis yra teigiamasis skaičius, jo kvadratas lygus 2, o tas skaičius žy- 
mimas V2. Prieštaros metodu įrodysime, kad tas skaičius negali būti racio- 
nalus. 


m? 


Sakykime, 7 nesuprastinamoji trupmena, kurios savybė: —7= 
n 


n 
=rŽ=2 (r > 0, todėl m ir n — natūralieji skaičiai). Iš lygybės m? = 2n? iš- 
plaukia, jog m — lyginis skaičius, t. y. m = 2k. Įrašę į lygybę m? = 2n? vietoj 
m skaičių 2k, gauname: 4k? = 2n?, arba n? = 2k?. Iš čia matyti, kad n yra irgi 
lyginis skaičius. Tai prieštarauja prielaidai, nes trupmeną i galima supras- 
tinti (iš 2). E 

Realieji, ne racionalieji skaičiai, vadinami iracionaliaisiais. Kiekvieną ira- 
cionalųjį skaičių a galima išreikšti begaline dešimtaine trupmena. Ta trup- 
mena yra neperiodinė (priešingu atveju — a būtų racionalusis skaičius). 
Teisingas ir atvirkštinis teiginys: kiekviena begalinė neperiodinė dešimtainė 
trupmena yra iracionaliojo skaičiaus išraiška. 

Racionalieji ir iracionalieji skaičiai sudaro realiųjų skaičių aibę. Realiųjų 
skaičių aritmetinius veiksmus jau mokate atlikti (žr. taip pat p. 239). Skai- 
čiuojant praktiškai, realieji skaičiai apvalinami nurodytu tikslumu ir atliekami 
veiksmai su baigtinėmis dešimtainėmis trupmenomis. 
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3°. Skaičių aibes susitarta žymėti taip: 

N — natūraliųjų skaičių aibė; 

Z — sveikųjų skaičių aibė; 

Z, — sveikųjų neneigiamų skaičių aibė; 

Q — racionaliųjų skaičių aibė; 

Q, — racionaliųjų neneigiamų skaičių aibė; 

R — realiųjų skaičių aibė; 

R. — teigiamų realiųjų skaičių aibė. 

Lengva patikrinti, kad nurodytas skaičių aibes sieja šitokie sąryšiai*: 
NcZaQ ar. 


2. PAGRINDINIAI ARITMETIKOS VEIKSMŲ DĖSNIAI IR NELYGYBIŲ 
SAVYBES. SUTRUMPINTOS (GREITOSIOS) DAUGYBOS FORMULES 


1°. Jei a, b ir c yra bet kurie realieji skaičiai, tai teisingos šios lygybės: 
a)a+b=b +a (sudėties perstatymo dėsnis); 
b) (a+ b)+c=a+(b+c) (sudėties jungimo dėsnis); 
c) ab = ba (daugybos perstatymo dėsnis); 
d) (ab)c = a(bc) (daugybos jungimo dėsnis); 
e) (a + bc =ac + bc (skirstymo dėsnis). 


Iš šių dėsnių išvedamos atimties ir dalybos analogiškos savybės. Pavyz- 
džiui, 

(a — bc =ac- bc, (a+ b):c=a:c+b:c. 

Iš dviejų skirtingų realiųjų skaičių vienas yra didesnis už kitą (palyginimo 
taisyklės pateiktos p. 292). Jei skaičius a didesnis už skaičių b (rašoma a > b), 
tai taip pat sakoma, jog b mažesnis už a (rašoma b < a). 

2*. Išvardysime pagrindines nelygybių savybes: 

a)jei a, bir c — bet kurie realieji skaičiai, susieti nelygybėmis a > b ir 
b>c,taa> C. 

Jei a ir b — bet kurie realieji skaičiai, susieti nelygybe a > b, tai 

b)a + c> b+c, kai c — bet kuris realusis skaičius; 

c) ac > bc, kai c — bet kuris teigiamas realusis skaičius; 

d) ac < bc, kai c — bet kuris neigiamas realusis skaičius. 


Iš skaitinių nelygybių nurodytų savybių išplaukia šitokios išvados: 
e)jaa>birc>d,taaa+c>b+dira-d >b-c (skaitinių nelygybių 
sudėties ir atimties panariui teoremos); 
f) jei a, b, c, d — bet kurie teigiamieji skaičiai, susieti nelygybėmis a > b 
ir c > d, tai ac > bd ir a B (skaitinių nelygybių su teigiamaisiais nariais 
: O 
daugybos ir dalybos panariui teoremos). 


* Sakoma, kad aibė A priklauso aibei B (rašoma A c B), kai kiekvienas aibės A elementas yra ir 
aibės B elementas. 


240 KARTOJIMO MEDZIAGA 


3°. Remiantis aritmetikos veiksmų savybėmis, lengvai išvedamos šios su- 

trumpintos (greitosios) daugybos formulės, taikomos tapačiai pertvarkant reiš- 
kinius: 

a? — b? = (a — b) (a + b), 

aè — b? = (a — b) (a? + ab + b?), 

ad + b? = (a + b) (a?— ab + b?), 

(a + b? = a? + 2ab + b?, 

(a — b? = a? — 2ab + b?, 

(a + b) = a? + 3a?b + 3ab? + b’, 

(a — db) = a? — 3a*b + 3ab? - bè. 


3. SKAIČIŲ TIESÉ IR SKAIČIŲ PLOKŠTUMA 


Iš algebros kurso žinote, kad realiuosius skaičius patogu vaizduoti koor- 
dinačių tiesės taškais. IX klasės geometrijos pamokose sužinojote, kaip įve- 
damos koordinatės plokštumoje ir kaip pagal dviejų tiesės (plokštumos) taškų 
koordinates galima apskaičiuoti atstumą tarp tų taškų. Primename atitin- 
kamas formules. 

1 teorema. Atstumas tarp dviejų koordinačių tiesės taškų Alx,) 
ir Blx,) yra 
AB = lx, -x,!. 
1 pavyzdys. Raskime atstumą tarp taškų A(-7,1) ir B(4,3). 


Remiantis 1 teorema, 
AB = Ix,- xl. 
Pagal sąlygą 
x, =—-1,1, x, = 4,3. 
Todėl 
AB = 14,3 -(-7,1)l. 
AB = 11,4. 
Atsakymas: 11,4. 


2 teorema. Atstumas tarp dviejų koordinačių plokštumos bet 
kokių taškų A(x; y,) ir Blx,; y,) yra 


2 2 
AB= (xo -x1) + (Ya — y) E 
2 pavyzdys. Raskime atstumą tarp taškų A(-0,2; 2,6) ir B(0,3; 1,4). 


Remiantis 2 teorema, 


Pagal salyga 
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Atsakymas: 1,3. 

Kadangi tarp realiųjų skaičių x ir juos žyminčių koordinačių tiesės taškų 
M(x) yra abipus vienareikšmė atitiktis, tai, kalbant apie skaičius, galima var- 
toti geometrijos terminus. 

Koordinačių tiesę laikykime horizontalia, o jos kryptį iš kairės į dešinę — 
teigiamąja kryptimi. Tada nelygybė x < y reikš, kad taškas M(x) yra į kairę 
nuo taško M(y). Įprasta sakyti, jog ir pats skaičius x yra į kairę nuo skaičiaus y. 
Jei x < z < y arba y < z < x, tai sakoma, kad skaičius z yra tarp skaičių x ir y. 
Skaičių 

ly- xl, 
kuriuo reiškiamas atstumas tarp taškų M(x) ir M(y), patogu vadinti atstumu 
tarp skaičių x ir y. 

Visų realiųjų skaičių aibė R vadinama skaičių tiese*, o jos elementai (t. y. 
skaičiai) — skaičių tiesės taskais. 

Paprasčiausios aibės, esančios aibėje R, yra intervalai. Išvardysime jas. 

Atkarpa, kurios galai a ir b (žymima la; b]), yra aibė visų skaičių x, ten- 
kinančių nelygybę a < x < b. 

Atvirasis intervalas, kurio galai a ir b (žymimas (a; b)), yra aibė visų 
skaičių x, tenkinančių nelygybę a < x < b. 

Pusatviriai intervalai, kurių galai a ir b: 

la; b) — aibė visų skaičių x, tenkinančių nelygybę a < x < b; 

(a; b] — aibė visų skaičių x, tenkinančių nelygybę a < x < b. 

Skaičius b — a vadinamas intervalo, kurio galai a ir b, ilgiu. 

Begaliniai intervalai: 

(a; œ) — aibė visų skaičių x, tenkinančių nelygybę x > a; 

(=xo; b) — aibė visų skaičių x, tenkinančių nelygybę x < b. 

Uždarieji begaliniai intervalai: 

[a; eo) — aibė visų skaičių x, tenkinančių nelygybę x > a; 

(==; b] — aibė visų skaičių x, tenkinančių nelygybę x < b. 

Atvirasis intervalas (a — 6; a + 9), kai ô > 0, dar vadinamas taško a -aplinka 
(167 pav.). Pavyzdžiui, galima sakyti, kad visi skaičiaus /2 dešimtainiai artiniai 
su trūkumu ir su pertekliumi, pradedant trečiuoju 
(t. y. V2 artiniai 10” tikslumu, kai n > 3), priklauso Fa 4 a+S 
taško /2 S-aplinkai, kurios $ = 0,001. 167 pav. 


*Įsidėmėkite, kad koordinačių ašių yra daug, o skaičių tiesė tėra viena — realiųjų skaičių aibė. 


16. 1046 
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Taškas a vadinamas funkcijos f apibrėžimo srities D(f) vidiniu tašku, kai 
galima rasti taško a Š-aplinką, esančią srityje D(f). 

3 pavyzdys. Sakykime, intervalas I = [3; œ) yra kurios nors funkcijos 
apibrėžimo sritis. Tada taškas 7 yra tos apibrėžimo srities vidinis taškas, nes 
atvirasis intervalas (5; 9) yra taško 7 2-aplinka ir priklauso intervalui I. 

Pagal skaičių tiesės analogiją realiųjų skaičių sutvarkytųjų porų aibė va- 
dinama skaičių plokštuma, o kiekviena realiųjų skaičių sutvarkytoji pora — 
skaičių plokštumos tašku. Skaičių plokštumą įprasta žymėti R? (skaitoma „er 
du“). Toje pačioje plokštumoje galima daugeliu būdų pavaizduoti skaičių plokš- 
tumos taškus, tačiau pati skaičių plokštuma nuo to nepasikeičia, nes ji yra 
realiųjų skaičių porų aibė. 

Kalbant apie skaičių plokštumos taškus, taip pat galima vartoti geometrijos 
terminus. Pavyzdžiui, aibę taškų (x; y) e R?, kurių koordinates sieja lygtis 


ax+by+c=0 


(bent vienas iš skaičių a, b yra nelygus 0), galima vadinti tiese, nes tos aibės 
vaizdas koordinačių plokštumoje yra tiesė. 
Aibė taškų (x; y) e R?, kurių koordinates sieja nelygybė 


x?+ y? < r? (r > 0), 


koordinačių plokštumoje vaizduojama spindulio r skrituliu, kurio centras — 
koordinačių pradžia. Todėl toks skaičių plokštumos taškų poaibis dar vadi- 
namas spindulio r skrituliu, kurio centras taškas (0; 0). 


4. APYTIKSLIS SKAIČIAVIMAS 


1°. Skaičiaus a artinio x absoliučiąja paklaida vadinamas to skaičiaus 
ir jo artinio skirtumo modulis 
Ix — al. 


Jei skaičiaus a artinio x absoliučioji paklaida yra ne didesnė už A, tai 
sakoma, kad A tikslumu a lygus x. Trumpai užrašoma šitaip: 


a =x Eh, 


1 pavyzdys. Sverdami daiktus svirtinėmis svarstyklėmis ir turėdami 
lg, 2 g, 5 g, 10 g, 20 g ir t. t. svarsčius (nurodyti patys mažiausi svarsčiai), 
tų daiktų masę sužinome 0,001 tikslumu (masę matuojame kilogramais). 

Skaičiaus a artinio x santykine paklaida vadinamas absoliučiosios paklai- 
dos ir artinio modulio santykis 

|x -a| 
—. 


pe 


1 
2 pavyzdys. Skaičiaus 3 artinio 0,3 absoliučioji paklaida lygi 
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o santykinė paklaida lygi 


E :0,3= 2 
30 9 
Dažniausiai tiksli absoliučiosios paklaidos reikšmė nežinoma, o yra ži- 
nomas tik artinio tikslumas A. Tokiu atveju galima įvertinti santykinę paklaidą 


h ; S 
(iš viršaus): ji ne didesnė už —. Vertinant santykinę paklaidą, gautas rezul- 
| 


tatas apvalinamas didėjimo kryptimi (t. y. jis keičiamas artiniu su pertekliumi), 
paliekant vieną reikšminį skaitmenį. 


3 pavyzdys. Atstumas nuo Žemės iki Mėnulio lygus 
l = 384 000 + 500 km. 


Ivertinkime ¿io matavimo santykine paklaida. 
Santykiné paklaida ne didesné uz 


500 


== 0,00130208...= 0,002 = 0,2 G. 
384 000 


Santykinė paklaida dažniausiai yra mažas dydis ir paprastai ji nurodoma 
procentais (žr. 3 pavyzdį). 

2“. Skaičiaus reikšminiais skaitmenimis vadinami visi jo skaitmenys, išsky- 
rus nulius, parašytus to skaičiaus pradžioje. 

4 pavyzdys. Skaičius 0,00634 turi tris reikšminius skaitmenis: 6, 3, 
4, o skaičius 40,10 — keturis reikšminius skaitmenis: 4, 0, 1, 0. 

Skaičiaus a standartine išraiška vadinamas jo užrašas sandauga b - 10", 
kurios 1 < b < 10, o n — sveikasis skaičius. 


5 pavyzdys. Užrašykime skaičius 23 100 000; 0,07635; 0,03 . 10 
standartine išraiška. Gauname: 23 100 000 = 2,31 - 107; 0,07635 = 7,635 - 1072; 
0,03 - 10* =3 - 10“. 

Artinio skaitmuo m vadinamas patikimu, kai artinio absoliučioji paklaida 
yra ne didesnė už vienetą tos skilties, kurioje aprašytas tas skaitmuo m. 


6 pavyzdys. Yra žinoma, kad a = 2,35 + 0,25. Vienintelis patikimas 
artinio 2,35 skaitmuo yra 2. 

Paprastai skaičiaus artinyje rašomi tik patikimi skaitmenys. Tada mate- 
matinėse lentelėse ir žinynuose nenurodomas absoliučiosios paklaidos rėžis. 


7 pavyzdys. Iš V. Bradžio keturženklių matematinių lentelių randame: 
sin 23° = 0,3907. 
Tai reiškia, kad parašytosios sinuso reikšmės absoliučioji paklaida ne didesnė 
už 0,0001. 


8 pavyzdys.Vieno žinyno duomenimis, Saulės masė lygi 1,990 - 10% kg. 
Tai reiškia, kad nurodyto artinio tikslumas yra 0,001 - 10% = 1077, 
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3°. Sumos ir skirtumo absoliučioji paklaida yra ne didesnė už pradinių 
duomenų absoliučiųjų paklaidų sumą. Sandaugos ir dalmens santykinė pa- 
klaida ne didesnė už pradinių duomenų santykinių paklaidų sumą. 


Jei, pavyzdžiui, a = 2,35 + 0,0lir b = 5,61 Ł 0,01, taia + b= 7,96 + 0,02, 


lab - 2,35-5,61 „001 0,01 
2,35-5,61 "235 5,61“ 

< 0,01 - 5,61 + 0,01 - 2,35 < 0,08, arba 

ab = 13,2 + 0,1. 


b- a = 3,26 + 0,02, Iš čia lab - 2,35 - 5,611 < 


5. PROCENTAI 


Procentu vadinama skaičiaus (laikomo vienetu) šimtoji dalis. Norint 
rasti skaičių A, lygų p % skaičiaus M, taikoma „procentų formulė“: 


_ Mp 


=T (1) 


Ši formulė praverčia sprendžiant dar du uždavinius: a) žinant skaičius A ir M, 
reikia apskaičiuoti, kiek skaičiaus M procentų sudaro skaičius A (t .y. rasti p); 
b) žinant skaičius A ir p (t. y. iš sąlygos: skaičius A sudaro p % skaičiaus M), 
reikia rasti skaičių M. 

1 pavyzdys. Darbininkas per pamainą pagamino 96 detales vietoj 
planuotų 80 detalių. Keliais procentais jis viršijo planą? 

Reikia sužinoti, kiek skaičiaus 80 procentų sudaro skaičius 16 (96 - 80 = 
= 16). Iš (1) formulės randame skaičių p: 


_100-16 | 
80 


20. 


2 pavyzdys. Literatūros fakultatyvą lankančių moksleivių skaičius 
lygus 80 % matematikos fakultatyvą lankančių moksleivių skaičiaus. Kiek pro- 
centų literatūros fakultatyvą lankančių moksleivių skaičiaus sudaro mate- 
matikos fakultatyvą lankančių moksleivių skaičius? 

Sakykime, matematikos fakultatyvą lanko m moksleivių, o literatūros fa- 
kultatyvą — 1 moksleivių. Pagal sąlygą (žr. (1) formule) 


Reikia rasti, kiek procentų skaičiaus / = 0,8m sudaro skaičius m. Iš (1) formulės 
gauname: 


ABS %. 
l 0,8m 
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6. PROPORCIJOS 


Proporcija vadinama lygybé 


ze 
b d’ 
kurios a, b, c, d — skaičiai, tenkinantys sąlygą b + 0, d = 0. 

Skaičiai a ir b vadinami proporcijos kraštiniais nariais, o skaičiai b ir c — 
proporcijos viduriniais nariais. 

Pagrindinė (teisingos) proporcijos savybė: proporcijos vidurinių narių san- 
dauga lygi jos kraštinių narių sandaugai. 

Pavyzdys. Trikampio ABC dvi kraštinės yra: AB = 10, BC = 14. Kampo 
ABC pusiaukampine dalija kraštinę AC į dalis, kurių viena 2 vienetais ilgesnė 
už kitą. Raskime trikampio kraštinę AC. 

Trumpesniaja iš dviejų dalių pažymėkime x. Kadangi trikampio vidaus 
kampo pusiaukampinė dalija trikampio kraštinę į dalis, proporcingas prie jų 
esančioms kraštinėms, tai x rasime iš proporcijos 


x+2 14 


x Al 


Remiantis pagrindine proporcijos savybe, 
10(x + 2) = 14x. 
Iš čia 
x=5ir AC =x + (x + 2) = 12. 


7. SEKOS 


Skaitinė funkcija f, kurios apibrėžimo sritis — natūraliųjų skaičių aibė, 
vadinama begaline skaičių seka (arba tiesiog seka). Tos funkcijos reikšmė taš- 
ke n žymima f,, o pati seka — (f,). (Sekos dažniausiai žymimos pirmosiomis 
lotynų abėcėlės raidėmis: (a,), (b,), (c,) ir t. t.) 

Yra du pagrindiniai skaičių sekų reiškimo būdai: 1) n-tojo nario formule ir 
2) rekurentiškai. Išreiškiant pastaruoju būdu, nurodoma k pirmųjų sekos narių 
ir nario a, , (kai n 1) išraiška k prieš jį esančiais nariais (dažniausiai k = 1 
arba k = 2). 

1 pavyzdys. Formule a, = 2n nusakoma lyginių natūraliųjų skaičių 
seka. 


2 pavyzdys. Rekurenčiąja formule a, = 1, a, = Lir a, 
(n 2 1) nusakoma begalinė skaičių seka: 


2 = a. + i 


a, =1 a, =1, a, = 2, a, = 3, a, = 5, a; = 8, a, = 13, .... 


Ji vadinama Fibonačio seka. 
Kartais nagrinėjamos baigtinės skaičių sekos — skaitinės funkcijos, api- 
brėžtos pirmųjų n natūraliųjų skaičių aibėje. 
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Skaičių seka, kurios kiekvienas narys, pradedant antruoju, lygus prieš jį 
esančio (pirmesnio) nario ir skaičiaus d sumai, vadinama aritmetine progresija. 
Tas skaičius d vadinamas aritmetinės progresijos skirtumu. 

Aritmetinę progresiją, kurios pirmasis narys a,, o skirtumas d, galima 
nusakyti rekurentiškai: narys a, yra nurodytas ir a,,, = a, + d, kai n > 1. 

Seka (a,) yra aritmetinė progresija tada ir tik tada, kai su kiekvienu n > 
> 1 teisinga lygybė 

a, = an-1 T On 
3 

Jei seka (a,) — aritmetinė progresija, d — progresijos skirtumas, S, — jos 

pirmųjų n narių suma, tai 


a, =a, + (n - 1d, (1) 
S, = 19% o n, (2) 
S, = E (9) 


3 pavyzdys. Raskime aritmetinės progresijos, kurios pirmasis narys 
a, = 3, o skirtumas d = -1, n-tojo nario formulę ir pirmųjų 100 narių sumą. 
Iš (1) formulės gauname: 


a, =4,+(n- Dd=3+(n-1) - El) =4- n. 


Taigi a, =4-— n. 
Remiantis (2) formule, 


s „A! „2-4 
2 2 
Iš čia 
S100 = Užas -100 = -93 - 50 = -4650. 


4 pavyzdys. Aritmetinės progresijos, kurios pirmasis narys lygus 24, 
o skirtumas lygus -2, pirmųjų n narių suma lygi 100. Raskime n. 
Iš (2') formulės gauname: 
2-24+(-2)-(n-1) 


100 = n, 
2 


arba 
n? — 25n + 100 = 0. 


Iš čia n = 5 arba n = 20. 

Skaičių seka, kurios pirmasis narys nelygus nuliui, o kiekvienas narys, 
pradedant antruoju, lygus prieš jį esančio (pirmesnio) nario ir nelygaus nuliui 
skaičiaus g sandaugai vadinama geometrine progresija. Tas skaičius g vadi- 
namas geometrinės progresijos vardikliu. 

Geometrinę progresiją, kurios pirmasis narys b,, o vardiklis q, galima nu- 


sakyti rekurentiškai: narys b, + 0 yra nurodytas ir b, , = b,ą, kai n > 1. 
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Seka (b_) yra geometrinė progresija tada ir tik tada, kai b, + 0 ir su kiek- 
vienu n > 1, teisinga lygybė 


ba = dr -19m+1 S 


Jei (b,) — geometriné progresija, q — progresijos vardiklis, o S, — jos 
pirmųjų n narių suma, tai 


b, = bq", (3) 
blg" -1 
S as kai g + 1, (4) 
g-1 
S, =nb,, kai q = 1. (4') 


5 pavyzdys. Žinomi du geometrinės progresijos nariai: b, = 8, b, = 
= 2, Raskime jos pirmųjų 7 narių suma. 
Iš (3) formulės randame: 


Padalije panariui antrąją šių lygčių iš pirmosios, gausime q? = 0,25. Iš čia 
q = 0,5 arba q =- 0,5. Todėl b, = 8 : q? = 32. 
Iš (4) formulės, kai q = 0,5, randame: 


7 5 , 
l _1 2 
2 2 
o kai q = -0,5, — 
7 
2-3) -1] +) 
2 29:| LŽ“ 
3 128 43 
„= = ŽAS 
„1, -3 2 
2 2 


Nykstamosios geometrinės progresijos (b,), kurios lg | < 1, suma vadinamas 
skaičius S, prie kurio artėja S , kai n > œ. Tą skaičių galima apskaičiuoti iš 
formulės: 

S= Ši 


p (5) 


n? 


6 pavyzdys. Išreikškime paprastąja trupmena begaline periodinę 
trupmeną a = 0,31212121212... = 0,3(12). 
Skaičių a parašykime šitaip: 
3 12 12 
a=— + + +... 
10 1000 100 000 
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Iš (5) formulės, kai b, EA Kes gauname: 
1000 100 
12 
12 p 12 "= 1000 Ep MA 
1000 100000 „1 990 165 
100 


Todėl 


g= + = = y 
10 165 330 330 


8. LAIPSNIAI IR SAKNYS 
Skaičiaus a laipsniu su natūraliuoju rodikliu n, didesniu už 1, vadi- 
nama n vienodų dauginamųjų a sandauga: 
a"=a-a-a-..-a. 
pa Abė o 
n dauginamųjų 
Skaičiaus a laipsniu su rodikliu 1 vadinamas pats skaičius a: 
a? = a. 
Skaičiaus a + 0 laipsniu su rodikliu 0 vadinamas skaičius 1: 
an= L: 
Skaičiaus a + 0 laipsniu su sveikuoju neigiamu rodikliu n vadinamas skai- 
e 1 
čius —. 
a" 
Pagrindinės laipsnių su sveikuoju rodikliu savybės (a + 0, b + 0, meZ, 
neZ): 
a) a”. a= ar; 
b) a” . a" = aus 
c) (ay = ana 


d) (ab) = a"b"; 
e) (a: b" =a": db”. 


Kai bent vienas skaičių a ir b lygus nuliui, teisingos tos iš parašytų lygybių, 
kurių abi pusės yra apibrėžtos. 

1 pavyzdys. Suprastinkime reiškinį 

(27x-2y9)8 . (3233 : (6y2)? 

ir apskaičiuokime jo reikšmę, kai x = 2, y= J5. 

Taikydami laipsnių su sveikaisiais rodikliais savybes, gauname: 

(21x WYF | (32x35 E (6y?)?* = (33) é (x-2)8 A (y?) ý (255 (x3) : (2 2 3) o (y3?= 

2 


=324 . x16. yi8 . 225 . x15 ; 224 ; 82; yi8 = 32424 . gol6+15. 48-48 . 225-24 — 21. yl = —. 
: Ž : di 
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Taigi nagrinėjamas reiškinys nepriklauso nuo y (svarbu tik, kad y * 0); jo 
reikšmė, kai x = 2, lygi 1. 

Aritmetine kvadratine šaknimi iš skaičiaus a vadinamas neneigiamas skai- 
čius b, kurio kvadratas lygus a. Aritmetinę kvadratinę šaknį iš a susitarta 
žymėti Ja. Taigi b= Ja, kai b? = a ir b > 0. Nesunku suvokti, jog Va egzistuoja 
tik tada, kai a — neneigiamas skaičius. 

Aritmetinės kvadratinės šaknies' savybės: 


a) da? =(al; 
b) Vab =Va Vb, kai a 2 0, b 2 0; 


c) ae, kai a 20, b > 0. 
b . Jb 


2 pavyzdys. Iškelkime a ir b iš po šaknies V2a*b* ženklo. 
Jei a = 0, tai nagrinėjamas reiškinys lygus 0, o jei a + 0, tai b > 0 (nes 
pošakninis reiškinys turi būti neneigiamas). Todėl 


S= fe e 
Vo? = Vb? -b = 40? -Jb = 6/b 
(nes b 2 0). Vadinasi, 


V2a cp? T le kai a= 0, 


a?|by26, kai a #0. 
3 pavyzdys. Įkelkime a po reiškinio a/3b šaknies ženklu. 


Jei a 2 0, tai a = lal = Jar. o jei a < 0, tai a = -lal = Aa 
Todėl 
ee J3a?b, kai a>0, (jei a=0, tai b20), 
—-V3aŽb, kai a<0. 


4 pavyzdys. Išreikškime šaknį /ab sandauga. 

Skaičius po šaknies ženklu turi būti neneigiamas, todėl ab > 0. Išnag- 
rinėkime du atvejus: 1) a 2 Oir b20;2) a<Oir b< 0. 

Pirmuoju atveju pagal b) savybę gauname: Vab = Ja - Vb. 

Antruoju atveju iš pradžių ab išreiškiame neneigiamųjų skaičių sandauga: 
ab = (-a) - (-b) ir tik po to taikome b) savybę: 


Vab = „|(-a)-(-6) = J-a - Ib. 


i AA Ja - Vb, kai a>0, b>0, 
J-a -V=b, kaia<0, b<0. 


Taigi 
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9. TIESIOGINIS PROPORCINGUMAS 


Tiesioginiu proporcingumu vadinama funkcija y = kx, kurios k — ne- 
lygus 0 realusis skaičius (k vadinamas proporcingumo koeficientu). 
Bet kurias dvi kintamųjų x ir y atitinkamų reikšmių poras (x,; y,) ir (x,; 
y,), sudarytas iš nelygių nuliui skaičių x,, x,, y,, y, sieja lygybė 


Mop 
X; X2 


1 pavyzdys. Kelias, kurį nueina kūnas, judantis pastoviu greičiu tiese, 
yra tiesiog proporcingas judėjimo laikui. 

2 pavyzdys. Sakykime, kintamasis y proporcingas kintamajam x 
(proporcingumo koeficientas lygus k,), o kintamasis z proporcingas kintamajam 
y (proporcingumo koeficientas lygus k,). Tada kintamasis z proporcingas kin- 
tamajam x, o to proporcingumo koeficientas lygus kK,k.,. 

Iš tikrųjų z = ky = kk z. 

Funkcijos y = kx grafikas yra per koordinačių pra- 
džią O einanti tiesė, kurios krypties koeficientas lygus 
k (tiesės posvyrio į Ox ašį kampo tangentas lygus K). 

Įrodykime tai. Per koordinačių pradžią O ir tašką 
A(1; k) nubrėžkime tiesę. Jei M(x; y) — bet kuris tie- 
sės OA taškas (168 pav.), tai vektoriai OA ir OM yra 
lygiagretūs. Todėl vektorius OM lygus vektoriui OA , 
padaugintam i iš tam tikro skaičiaus x, t. y. OM =x. 

- OA. Vektoriaus OM koordinatės yra x ir y, 0 vek- 
toriaus OA — 1 ir k. Todėl vektoriaus x - OA koor- 
dinatės yra x ir kx. Palyginę vektorių OM irx- OA 
koordinates, gauname: y = kx. Taigi įrodėme, jog tiesės 
OA bet kurio taško koordinates x ir y sieja lygybė 
y = kx. Dabar įsitikinsime, kad kiekvienas funkcijos 
y = kx grafiko taškas yra tiesėje OA. Jei per tašką (x; 
0) nubrėžtume tiesę, lygiagrečią su Oy ašimi, tai ta 
tiesė perkirstų tiesę OA taške M(x; y). Anksčiau buvo 
įrodyta, jog visi tiesės OA taškai tenkina lygybę y = kx. 
Vadinasi, M yra funkcijos y = kx grafiko taškas. Taškas 
A yra tangentų tiesėje, todėl k = tg a (a — kampas 
tarp tiesės OA ir abscisių ašies). 

3 pavyzdys. 169 paveiksle pavaizduoti 
funkcijų y = kx grafikai, atitinką įvairias k reikšmes 
(k = +0,5; +3; +1). 

4 pavyzdys. Trikampio plotas lygus 0,5ah, 
todėl trikampio, kurio dvi viršūnės yra vienoje iš dvie- 
jų lygiagrečių tiesių, o trečioji — kitoje (170 pav.), plo- 
tas tiesiog proporcingas pagrindo ilgiui (proporcingu- 
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170 pav. 171 pav. 172 pav. 


mo koeficientas lygus k = 0,5h; h — atstumas tarp tiesių). Tai išplaukia iš 
anksčiau pateiktos formulės S = 0,5ah. Trikampio pagrindo ilgis — teigiamasis 
skaičius, todėl nagrinėjamos priklausomybės grafikas spindulys (171 pav.). 


5 pavyzdys. Spindulio R skritulio išpjovos plotas S = 2 R?a yra tiesiog 
proporcingas išpjovos lanko radianiniam matui (proporcingumo koeficientas 


lygus k= 1 pa, R — išpjovos spindulys). Šitos priklausomybės grafikas yra 


atkarpa, kurios galai O(0; 0) ir M(2n; nR?) (172 pav.). 

2 
mo ya 
tiesiog proporcinga v? (taško greičio kvadratui), o to proporcingumo koefi- 


6 pavyzdys. Materialaus masės m taško kinetinė energija 


cientas lygus k= ¿Mo 


Jei kintamasis y proporcingas kintamajam x ir to proporcingumo koe- 
ficientas k nelygus nuliui, tai kintamasis x proporcingas kintamajam y, o to 
1 


proporcingumo koeficientas lygus p 


10. ATVIRKŠTINIS PROPORCINGUMAS 


Atvirkštiniu proporcingumu vadinama funkcija 


Yy=->, 
x 


kurios k — fiksuotas nelygus nuliui realusis skaičius. Skaičius k vadinamas 
atvirkštinio proporcingumo koeficientu. 

Nė vienas iš kintamuju x ir y negali įgyti reikšmės 0. Šios funkcijos api- 
brėžimo sritis, kaip ir jos reikšmių sritis, yra visų nelygių nuliui realiųjų 
skaičių aibė. 

Bet kurias dvi kintamųjų x ir y atitinkamų reikšmių poras (x,; y,) ir (x,; 


y,) sieja lygybė 
Vi „Ya 


nes YX, = YX, = k. 


1 pavyzdys. Laikas, per kurį tolygiai tiese judantis kūnas nueina 
nurodytą atstumą, yra atvirkščiai proporcingas to kūno greičiui. 
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Jei kintamasis y yra atvirkščiai propor- 
cingas kintamajam x ir to proporcingumo 
koeficientas lygus k, tai kintamasis x yra 
atvirkščiai proporcingas kintamajam y ir šio 
atvirkštinio proporcingumo koeficientas taip 
pat lygus k. 

Funkcijos y = — grafikas yra kreivė, su- 


daryta iš dviejų šakų. 


k 
Funkcijos 2 grafikas vadinamas Ai- 
perbole. 
2 pavyzdys. 173 paveiksle pa- 


vaizduoti funkcijų = grafikai, atitinką 
173 pav. = 1 
įvairias k reikšmes |+=+1; +2; ES ; 


Pabrėžiame, kad hiperbole vadinama ir kiekviena kreivė, gauta iš funkcijos 
k 
y= 2 grafiko judesiu. 
1 
3 pavyzdys. Funkcijų y=—+2 ir y- grafikai (174, 175 pav.) 
E x- 
yra hiperbolės, nes jie gaunami iš funkcijos jas grafiko lygiagrečiaisiais 
postūmiais. j 
Kai k > 0, funkcijos y= g grafikas yra I ir III ketvirtyje (176 pav.), o kai 
k < 0, — II ir IV ketvirtyje (177 pav.). 
Kadangi funkcija y= $ nelyginė, tai jos grafikas simetriškas koordinačių 
pradžios atžvilgiu. r 
k 
Funkcija y = a yra tolydi intervaluose (-+; 0) ir (0; œ). Taške x = 0 funkcija 
neapibrėžta. 


174 pav. 175 pav. 
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y y 
X 
0 x 0 

176 pav. 

y 

0 Xx 

x 

178 pav. 179 pav. 


4 pavyzdys. Funkcija y= Ž mažėja intervaluose (—o; 0) ir (0; œ) (178 
x 


pav.), o funkcija y=3- a didėja intervaluose (—o; -1) ir (-1; œ) (179 pav.). 
x 


11. TIESINĖ FUNKCIJA 


Tiesine funkcija vadinama funkcija 
y = kx + b, 
kurios k ir b — fiksuoti realieji skaičiai. 

Tiesinės funkcijos apibrėžimo sritis — visa skaičių tiesė R. Jos reikšmių 
sritis, kai k + 0, — irgi visa skaičių tiesė R. Kai k = 0, reikšmių sritį sudaro 
vienintelis taškas b. 

Tiesinė funkcija Ax) = kx + b diferencijuojama visoje skaičių tiesėje. Ka- 
dangi jos išvestinė kiekviename taške lygi k, tai funkcija f didėja intervale 
(=x0; œ), kai k > O; funkcija f mažėja intervale (—%; »), kai k < 0; funkcija f yra 
pastovi, kai k = 0. 

Jei k = 0, tai kiekvienas taškas yra funkcijos kritinis taškas, nes išvestinė 
kiekviename taške lygi 0. Kai k = 0, kritinių taškų nėra. Todėl tiesinė funkcija 
neturi ekstremumų, kai k > 0. 
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180 pav. 181 pav. 182 pav. 


Tiesinės funkcijos grafikas yra tiesė, kurios krypties koeficientas lygus k. 
Kai k = 0, ta tiesė gaunama iš tiesioginio proporcingumo y = kx grafiko lygia- 
grečiuoju postūmiu (180 pav.). 

Jei y = kx + b, tai sakoma, kad kintamasis y tiesiškai priklauso nuo kinta- 


mojo x. Kai k + 0, gauname x= k y- 2, todėl ir kintamasis x tiesiškai priklauso 


nuo kintamojo y. 

181—183 paveiksle pavaizduoti tiesinių funkcijų grafikai, atitinką įvairias 
k ir b reikšmes (181 pav., kai k = 1 ir b = +1; +0,6; +3; 182 pav., kai k = 0,6 
ir b = —1; 0; 1; 2,5; 183 pav., kai k = 2 ir b =-1, k = -0,5 ir b = 4). 

Tiesės y = kx + b ir y = k,x + b, yra lygiagrečios tada ir tik tada, kai 
k, = k, (184 pav.). 

Sios tiesės yra statmenos tada ir tik tada, kai k,k, = —1 (paaiškinkite, 
kodėl, 185 pav.). 

Tiesés, turinčios ta pati koeficientą b, eina per tašką M(0; b) (186 pav.). 

Bet kuri su ordinačių ašimi nelygiagreti tiesė yra kurios nors tiesinės 
funkcijos grafikas (žr. 180 pav.). Koeficientas b lygus tos tiesės ir ordinačių 
ašies susikirtimo taško ordinatei, koeficientas k — kampo tarp tiesės ir Ox 
ašies tangentui. Jei M,(x,; y,) ir M,(x,; y,) — du tiesės taškai, tai 


¡q Y2 Vi 
(187 pav.). iš a 

J 

0 X 


183 pav. 184 pav. 185 pav. 
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186 pav. 187 pav. 
Tiesine lygtimi su dviem kintamaisiais x ir y vadi- 
nama lygtis ax + by + c = 0, kurios a, b, ir c — realieji 


skaičiai. Jei a ir b kartu nelygūs nuliui, tai tos lygties 


c 
grafikas yra tiesė: „vertikalioji“ tiesė x = E kaib=0 


(188 pav.), ir tiesinės funkcijos y= 8 > grafikas, 


kai b + 0 (krypties koeficientas lygus k = -2) 


Bet kuri plokštumos tiesė yra kurios nors tiesinės 189 pav. 
lygties grafikas. 

Tiesinių lygčių grafikai, atitinką įvairias a, b ir c reikšmes, pavaizduoti 
189 paveiksle. 


12. KVADRATINIS TRINARIS 


1°. Kvadratinio trinario skaidymas dauginamaisiais. Funkcija 
y = ax? + bx +c, 


kurios a, b ir c — bet kurie realieji skaičiai, kai a + 0, vadinama kvadratine, 
o reiškinys 
ax? + bx + c 
— kvadratiniu trinariu. 
Pertvarkykime kvadratinį trinarį šitaip: 


2 
ax“ betonas Pasa steft) - 
a a 2a 


OCE 
= => b= [| = TE 
2a a 2a da? a 
BY 6*-4ac 
EGES „Erde (1) 
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Reiškinys 
b? —4ac 
vadinamas kvadratinio trinario diskriminantu ir žymimas raide D: 
D = b? - 4ac. 


Jei D > 0, tai (1) reiškinį galima išskaidyti dauginamaisiais: 


AO E. 


+ 
4a? 2a 2a 2a 2a 


= ax — x) (x — x,), 


-b-vb? -4ac z _—b+vb?—4ac 
=. a 222 


E L 2a 2a 
Taigi 
ax? + bx + c = alx — x) (x- x,). (2) 
Jei D < 0, tai 


bV b?-4ac 0 
A Tr as 


su visomis realiosiomis x reikšmėmis. Todėl ax? + bx + c + 0, kad ir koks būtų 
realusis x. Iš čia išplaukia, jog reiškinio ax? + bx + c negalima išskaidyti 
tiesiniais dauginamaisiais, t. y. jo negalima išreikšti sandauga 


(px + q) (ex + P), 
g f 


nes ta sandauga lygi nuliui, kai x=-=+ ir x=-—. 
p e 


2°. Kvadratinės lygties šaknys. Lygtis 
ax? + bx+ c= 0, (3) 
kai a + 0, vadinama kvadratine. 
Kai b? — 4ac > 0, (1) lygtis ekvivalenti lygčiai 
alx — x,) (x — x,) = 0; (4) 


čia x, ir x, — reišķiniai, gauti 1° poskyryje. Kadangi sandauga lygi nuliui tada 
ir tik tada, kai lygus nuliui bent vienas jos dauginamasis, tai (4) lygties šaknys 
yra x =x, ir x =x, Tos šaknys sutampa, kai b? — 4ac = 0. 

Kai b? — 4ac < 0, (3) lygtis neturi realiųjų šaknų, nes reiškinio ax? + bx +c 
reikšmė negali būti lygi nuliui (žr. 1° poskyrį). 

Taigi lygtis ax? + bx + c = O neturi realiųjų šaknų, kai D < 0, turi vieną 


b 
šaknį x= RA kai D = 0, ir turi dvi realiąsias šaknis, kai D > 0. Tas šaknis 


įprasta užrašyti viena formule 
-b+ Vb? -4ac 


y= 
2a 


(5) 
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Vadinasi, kvadratinės lygties realiųjų šaknų skaičius priklauso nuo diskrimi- 
nanto D ženklo. 


1 pavyzdys. Kvadratinės lygties 
6x?-x-1=0 
diskriminantas lygus 17 —4 -6 - 1) = 25 > O, todėl šita lygtis turi dvi šaknis 


-b+Vb?-4ac 1+5 


x 2 
2a 2-6 


; 1 
Xx] = "35 1r X= 2 
Be to, kvadratinį trinarį 6x? — x — 1 galima išskaidyti dauginamaisiais: 


6x* -x-1= ofai 1-3 )=(ax+1)2x-1) 


2 pavyzdys. Kvadratinės lygties 2x? — 3x + 2 = 0 diskriminantas yra 
neigiamas, nes D = 3? -4 .2 -2 =—-7 < 0. Todėl nagrinėjama lygtis neturi 
realiųjų šaknų, o trinario 2x? — 3x + 2 negalima išskaidyti dauginamaisiais. 


3 pavyzdys. Lygtis 9x? + 12x + 4 = O turi vieną šaknį => nes 
jos diskriminantas lygus nuliui: 
D=12-4.9.4=0. 
Kvadratinio trinario 9x? + 12x + 4 skaidinys dauginamaisiais yra Sitoks: 
9x? + 12x + 4 = (3x + 2). 


Kai kvadratinės lygties antrasis koeficientas yra „lyginis“ b = 2k, šaknų 
formulę patogiau rašyti šitaip: 


e (5) 


Redukuotosios kvadratinės lygties (kai koeficientas a = 1) šaknų formulė yra 


b bY 
= Se 
x + B A (6) 


4 pavyzdys. Lygtį 3x? — 2x — 1 = 0 patogu spręsti pagal (5') formule: 


t. y. 


17. 1046 


258 KARTOJIMO MEDZIAGA 


3%. Vieto teorema. Apskaičiuokime lygties ax? + bx + c = 0 šaknų suma 


ir sandauga: 
-b- yb? -4ac „Tb+V6“-4ac dao 0 


La 2a 2a za 4 
a -b-vb“ -4ac | -b+4b* -4ac || 
L > 2a 2a G 
2 
(b) (Vb? —4ac ) a 
7" w 


Taigi teisinga teorema: kvadratinės lygties ax? + bx + c = 0 šaknų suma lygi 
b $ y RE 
-—, 0 ju sandauga lygi —. 
a a 


5 pavyzdys. Lygtis 5x? — 11x +4 = O turi dvi šaknis, nes jos 
diskriminantas teigiamas (D = 41 > 0). Tų šaknų suma lygi -12H o 


4 
sandauga lygi Pl 


Sudarant kvadratinę lygtį iš jos šaknų, o kartais ir sprendžiant lygtis, 
taikoma teorema, atvirkštinė Vieto teoremai: 

Kiekvieną skaičių x, ir x, porą atitinka kvadratinė lygtis 

x — (x, + XX + xx= 0, 

kurios šaknys yra x, ir X,. 

Norint tuo įsitikinti, pakanka į šią lygtį įrašyti reikšmes x = x, ir x = x,. 

6 pavyzdys. Skaičiai 0,2 ir 4,5 yra lygties 

x? — (0,2 + 4,5)x + 0,2 - 45 = 0, 

t. y. lygties x? — 4,7x + 0,9 = 0, šaknys. 

Beje, lygtis x? — 4,7x + 0,9 = 0 yra ekvivalenti lygčiai a(x? — 4,7x + 0,9) = 
= 0, kai a — bet kuris nelygus nuliui realusis skaičius. Pavyzdžiui, kai a = 10, 
gaunama lygt 10x? — 47x + 9 = 0. 


4°. Kvadratinės funkcijos grafikas. Kvadratinės 

y funkcijos grafikas pavaizduotas 190 paveiksle ir va- 
dinamas parabole. 

Kvadratinės funkcijos išvestinę y“ = 2ax + b pri- 

lygine nuliui, sužinome, kad ta funkcija turi vienintelį 


0 x kritinį tašką xo = -2 Grafiko taškas, turintis tokią 
a 


abscise, vadinamas parabolės viršūne. To taško ordi- 
nate lygi 


( 3] 2 -b? +4ac 
y, =a =— | +b| -— | += ——. 
a 


190 pav. 4a 
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191 pav. 


Kai a > 0, parabolės „šakos“ nukreiptos aukštyn, o kai a < 0, — žemyn. 
Atsižvelgiant į lygties šaknų skaičių, kiekvienas tų atvejų suskirstomas dar į 
tris atvejus. 

191 paveiksle pavaizduotos visos šešios grafiko padėtys abscisių ašies at- 
žvilgiu. 

7 pavyzdys. Iš kvadratinio trinario grafiko (192 pav.) nustatykime 
koeficientą a, b, c ir diskriminanto D ženklus. 

Kadangi parabolės šakos nukreiptos žemyn, tai a < 0. Parabolės viršūnės 
abscisė x, teigiama, nes parabolės viršūnė yra dešiniojoje pusplokštumėje. Iš 


formulės xo SE išplaukia, kad skaičiai a ir b yra priešingų ženklų, todėl 
a 


b > 0. Grafikas kerta Oy ašį taške, kurio ordinatė lygi c = f0); ji neigiama, 
todėl c < 0. Pagaliau grafikas su abscisių ašimi turi vieną bendrą tašką (liečia 
tą ašį). Iš to aišku, kad lygtis ax? + bx + c = 0 turi tik vieną šaknį ir todėl 


D = 0. Vadinasi, 
a<0,b>0,c<0,D=0. 
5°. Antrojo laipsnio nelygybiu sprendimas. Antrojo laipsnio nelygybes 
paprasčiausia spręsti intervalų metodu (žr. 21 skyrelį). 
Tačiau reikia žinoti, kad kvadratinio trinario ženklas sutampa su koeficiento 
prie x? ženklu visoje skaičių tiesėje, išskyrus intervalą y 
tarp šaknų (kai realiosios šaknys egzistuoja). 
8 pavyzdys. Kvadratinio trinario 
2x? - 3x - 5 0 x 
šaknys yra skaičiai -1 ir 2,5. Kadangi kintamojo 
x* koeficientas yra teigiamas (jis lygus 2), tai 2x? — 
— 3x — 5 > 0 intervaluose (—x; -1) ir (2,5; œ) ir 2x? — 
— 3x — 5 < 0 intervale (-1; 2,5). 192 pav. 
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9 pavyzdys. Nelygybė -—x? + 3x — 11 > 0 neturi sprendinių, nes trinaris 
—x* + 3x — 11 neturi realiųjų šaknų (jo diskriminantas D = —35 neigiamas, o 
kintamojo x? koeficientas yra neigiamas). 

10 pavyzdys. Nelygybės 

=x? + 3x - 11 <0 
sprendinių aibė yra visa skaičių tiesė. 

11 pavyzdys. Nelygybės 

16x? - 24x +9 <0 


nes D = 24? - 16 - 9 - 4 = 0 ir todėl 
3 


abi lygties 16x? — 24x + 9 = 0 šaknys sutampa: x, =x5 = 2 


> 


sprendinių aibę sudaro vienas taškas x -Ž 


13. REIŠKINIAI SU KINTAMAISIAIS 


1°. Reiškiniai su kintamaisiais gali įgyti įvairias reikšmes. Jos priklauso 

nuo reikšmių, kurias įgyja kintamieji. Dviejų reiškinių su kintamaisiais reikš- 
mės, įgytos su tomis pačiomis kintamųjų reikšmėmis, vadinamos tų reiškinių 
atitinkamomis reikšmėmis. Pavyzdžiui, reiškinių cos x ir 2x atitinkamos reikš- 
mės, kai x = 0, yra 1 ir 0. 

Kintamųjų reikšmės, su kuriomis reiškinys turi prasmę, vadinamos gali- 
mosiomis kintamųjų reikšmėmis. 

Lygybė, teisinga su visomis galimomis jos kintamųjų reikšmėmis, vadinama 
tapatybe. 

Du reiškiniai, įgyjantys su visomis galimomis jų kintamųjų reikšmėmis 
lygias atitinkamas reikšmes, vadinami tapaciai lygiais, o vieno reiškinio kei- 
timas jam tapačiai lygiu reiškiniu — reiškinio tapačiuoju pertvarkiu. 


Pavyzdžiui, nx = > In(x?) yra tapatybė su visais nelygiais nuliui realiai- 
siais skaičiais. 

1 pavyzdys. Reiškiniai ŽŽ ir LA yra tapačiai lygūs su kiekvienu 
x + 0 ir su visais y. 3 

2%. Daugianariai. Skaitinių dauginamųjų ir kintamųjų natūraliųjų laips- 
nių sandauga vadinama vienanariu. 

Sudauginus visus vienanario skaitinius dauginamuosius ir pakeitus vie- 
nodų kintamųjų (ar jų laipsnių) sandaugas tų kintamųjų laipsniais, gaunamas 
standartinis vienanaris. Jo skaitinis dauginamasis vadinamas vienanario koe- 
ficientu. Kintamųjų laipsnių rodiklių suma vadinama vienanario laipsniu. 

2 pavyzdys. Txyžx*y - 21 - (-a) yra kintamųjų x, y, a aštuntojo laipsnio 
(1+2+3+1+1=8) vienanaris, kurio koeficientas lygus -147. Jo standartinė 
išraiška yra šitokia: -147x*y?a. 

Daugianariu vadinama vienanarių suma. Norint gauti daugianario stan- 
dartinę išraišką, reikia tą daugianarį sudarančius vienanarius užrašyti stan- 
dartine išraiška ir sutraukti panašius narius. Daugianario laipsniu vadinamas 
jo standartinę išraišką sudarančių vienanarių aukščiausias laipsnis. 
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3 pavyzdys. Daugianario 
xyixy? + 3xy?x — 4yx*y* + 3x*y? — 2x*y 


standartinė išraiška yra 3x?y? — 2xžy, o jo laipsnis lygus 4. 
Vienanario ir daugianario sandauga lygi vienanario ir daugianario kiek- 
vieno nario sandaugų sumai. 


4 pavyzdys. 2by(x? + 2xy + bžy) = 2bx*y + 4bxy? + 2bšy*. 
Dviejų daugianarių sandauga lygi pirmojo daugianario kiekvieno nario ir 
antrojo daugianario kiekvieno nario sandaugų sumai. 


5 pavyzdys. (œ — 3x + 1) (x-2) =x x+ xv. (2 + (-3x) x + 
+ (3x) : (2) + 1 -x + 1 - (2) = x? — 2x? — 3x? + 6x + x — 2 = x? — 5x? + Tx — 2. 

Daugianariai dar vadinami sveikaisiais algebriniais reiškiniais. 

Išskaidyti daugianarį dauginamaisiais — tai išreikšti jį daugianariu arba 
vienanario ir daugianarių sandauga. Tai atliekama šitokiais būdais: 

a) Iškeliamas už skliaustų bendras dauginamasis. 


6 pavyzdys. 9ax?-— 6a%x = 3ax (3x — 2a). 
b) Grupuojama. 


7 pavyzdys. x — 3x + x+ 1 =x- x — 2x + 2x- x +1 =x (x -1)- 
— 2x (x — 1) — (x — 1) = (x — 1) (x? — 2x — 1). 

c) Kvadratinis trinaris skaidomas dauginamaisiais (žr. 12 skyrelį). 

d) Taikomos greitosios daugybos formulės. 

Daugianario su vienu kintamuoju šaknimi vadinama kintamojo reikšmė, 
su kuria to daugianario reikšmė lygi nuliui. 


3°. Trupmenos. Trupmena vadinama : pavidalo reiškinys, kurio a ir b— 


bet kokie skaitiniai reiškiniai arba reiškiniai su kintamaisiais. Trupmenos 
apibrėžimo sritis yra aibė kintamųjų reikšmių rinkinių, su kuriais apibrėžtas 
kiekvienas iš reiškinių a ir b, o b #0. 

ac 
be 
aibėje kintamųjų reikšmių rinkinių, su kuriais yra apibrėžtos abi tos lygybės 
pusės. 


a 
Pagrindinė trupmenos savybė. Lygybė “2 yra tapatybė 


A 2x(x + 1) 2x i i 
8 pavyzdys. Lygybė P i yra tapatybė, kai x + -1, x > 1. 
"m z 
Racionaliųjų reiškinių pertvar kis. Aibėje kintamųjų 
reikšmių rinkinių, su kuriais apibrėžtos toliau užrašytų lygybių kairioji ir 
dešinioji pusė, tos lygybės yra tapatybės: 


a b ab. 
c d cd 
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14. LYGTYS, NELYGYBÉS, SISTEMOS 


1”. Lygtys ir nelygybės su vienu kintamuoju. Lygtimi (nelygybe) su 
vienu kintamuoju vadinama lygybė (nelygybė), turinti tą kintamąjį. Lygties 
(nelygybės) kintamasis dažnai vadinamas nežinomuoju. 

Lygties su vienu kintamuoju šaknimi (arba sprendiniu) vadinama to kin- 
tamojo reikšmė, kurią įrašius į lygtį, gaunama teisinga skaitinė lygybė. 

1 pavyzdys. Skaičius 5 yra lygties x? = 25 šaknis, o skaičius 1 nėra 
tos lygties šaknis. 

Nelygybės su vienu kintamuoju sprendiniu vadinama to kintamojo reikšmė, 
kurią įrašius į nelygybę, gaunama teisinga skaitinė nelygybė. 

2 pavyzdys. Skaičius 4 yra nelygybės x? < 25 sprendinys, o skaičius 
8 nėra tos nelygybės sprendinys. 

Išspręsti lygtį (nelygybę) — reiškia rasti visus jos sprendinius (arba įrodyti, 
kad jų nėra). 

Dvi lygtys (nelygybės) su vienu kintamuoju vadinamos ekvivalenčiosiomis, 
kai jų sprendinių aibės sutampa (kitaip sakant, kai jos turi tuos pačius spren- 
dinius). Glaustai užrašant sprendimą, dažnai vietoj žodžio „ekvivalentu“ de- 
damas ženklas +. 

3 pavyzdys. Lygtys 3x -6 = 0 ir (x - 2) = 0 yra ekvivalenčios, nes 
kiekviena jų turi vienintelę šaknį x = 2. Galima rašyti: 3x - 6 = 0 S (x - 2)= 
= 0. Lygtis x = 0 ekvivalenti nelygybei x? < 0, t. y. x =0 S x? <0. 

Sprendžiant lygtis ir nelygybes su vienu kintamuoju, taikomos toliau su- 
formuluotos taisyklės ir metodai. Sakykime, reiškinys C(x) yra apibrėžtas vi- 
soje skaičių tiesėje. Tada teisingi šitokie teiginiai. 

1) Jei prie abiejų lygties (nelygybės) pusių pridėsime tą patį reiškinį C(x), 
tai gausime jai ekvivalenčią lygtį (nelygybę). 

la) Išvada. Jei bet kurį dėmenį, pakeitę jo ženklą priešingu, perkelsime 
iš vienos lygties (nelygybės) pusės į kitą, tai gausime lygtį (nelygybę), ekvi- 
valenčią pradinei lygčiai (nelygybei). 


4 pavyzdys.Nelygybėsx-1>0irx-1+1>0 +1 yra ekvivalenčios. 
Lygtys Pr 2 ir IL irgi ekvivalencios. Taciau, atlike pastarosios 
lygties PERUA pusėje atat gausime lygtį, neekvivalenčią pradinėms lyg- 
tims (gautoji lygtis turi šaknį x = 0, o lygtys Kt ABS ir x=—-— neturi 


x e 
šaknų). Tai atsitiko dėl to, kad atimties veiksmu išplėtėme lygties apibrėžimo 
sritį. 

2a) Jei abi lygties puses padauginsime (arba padalysime) iš to paties reiš- 
kinio C(x), nelygaus nuliui su visomis x reikšmėmis, tai gausime pradinei 
lygčiai ekvivalenčią lygtį. 

2b) Jei abi nelygybės puses padauginsime (arba padalysime) iš to paties 
reiškinio C(x), teigiamo su visomis x reikšmėmis, tai gausime pradinei ne- 
lygybei ekvivalenčią nelygybę. 

2c) Jei abi nelygybės puses padauginsime (arba padalysime) iš to paties 
reiškinio C(x), neigiamo su visomis x reikšmėmis, ir pakeisime nelygybės ženklą 
priešingu, tai gausime pradinei nelygybei ekvivalenčią nelygybę. 


263 


5 pavyzdys. Išspręskime nelygybę 9 — 5x > 0. 
Sprendimas.9-5x>0 > -5x > -9 x < 18. 
Atsakymas: (o; 1,8). 

6 pavyzdys. Negalima abieju lygties (x — 2) (x + 2) = 2 (x — 2) pusiu 
dalyti iš reiškinio (x — 2), nes tas reiškinys virsta nuliu, kai x = 2. Padalijus 
iš to reiškinio, prarandama šaknis x = 2; pradinė lygtis turi dvi šaknis 0 ir 2, 
o padalijus iš x — 2 gaunama lygtis x + 2 =2, kuri turi tik vieną šaknį x = 0. 

Jei reiškinys C(x) yra apibrėžtas ne visur arba jei kai kuriuose taškuose jis 
neatitinka 1 ir 2 taisyklės sąlygų, tai analogiškos taisyklės formuluojamos 
sudėtingiau. Pavyzdžiui, lygtis 


1, 
g(x) 

yra ekvivalenti sistemai 
flx)=0, 
g(x)*0. 


7 pavyzdys. Išspręskime lygtį 
1 1 3x’ -1 
+ == . 
ztl x-1 x*-1 


3 J: e. N AN 
prendimas. a A 


x-1+x+1-3x?+1 -3x* +2x+1 
© > es =0 3 =0 6 
x*-1 5-1 
A a a S. 
iš 2x-1=0, pe x=1 arba a POR 
x -1*0 xzil 2 


Atsakymas: tona 


2°. Lygtys ir nelygybės su keliais kintamaisiais. Taip yra vadinamos 
lygtys ir nelygybės, turinčios ne mažiau kaip du kintamuosius. Dažniausiai 
pasitaiko lygtys ir nelygybės su dviem arba trimis kintamaisiais. Lygties (ne- 
lygybės) su dviem kintamaisiais sprendiniu vadinama tų kintamųjų reikšmių 
sutvarkytoji pora*, kurią įrašius į minėtą lygtį (nelygybę), gaunama teisinga 
skaitinė lygybė (nelygybė). Jei lygties (nelygybės) kintamieji yra x ir y, tai 
įprasta pirmoje vietoje rašyti kintamojo x reikšmę, o antroje — kintamojo y 
reikšmę. 

8 pavyzdys. Pora (2; 1) yra lygties x? + y = 5 sprendinys, o pora (1; 
2) nėra tos lygties sprendinys. 

Kitais atvejais būtina nurodyti, kurio kintamojo reikšmė parašyta pirmąja, 
o kurio — antrąja. 


* Žodis „sutvarkytoji“ dažniausiai praleidžiamas. 
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9 pavyzdys. Lygtis (u + 2) + (t — 3) = 0 turi vienintelį sprendinį (t; 
u) = (3; -2). Jį galima užrašyti ir šitaip: u =-2, t = 3. 

Analogiškai apibrėžiamas ir lygties (nelygybės) su trimis ir daugiau kin- 
tamųjų sprendinys. Pavyzdžiui, lygties su trimis kintamaisiais sprendiniu va- 
dinamas sutvarkytasis skaičių trejetas, kai vietoj kintamųjų įrašius atitin- 
kamus trejeto skaičius, iš lygties gaunama teisinga lygybė. Jei lygties kin- 
tamieji yra x, y ir z, tai įprasta pirmoje vietoje rašyti x reikšmę, antroje — y 
reikšmę, o trečioje — z reikšmę. Kitais atvejais visada reikia nurodyti, kuria 
tvarka užrašomos kintamųjų reikšmės. 

Dvi lygtys (nelygybės) su keliais kintamaisiais vadinamos ekvivalenčio- 
siomis, kai jos turi vienodus kintamuosius ir vienodus sprendinius (t. y. atitin- 
kamų porų, trejetų ir t. t. aibės sutampa). 

Lygčių (nelygybių) su keliais kintamaisiais pertvarkymo taisyklės visiškai 
analogiškos lygčių (nelygybių) su vienu kintamuoju 1 ir 2 taisyklei. 

10 pavyzdys. Lygtys x?-— y = 1 ir x? = y + 1 yra ekvivalenčios (pagal 
x-y 


taisyklę, analogišką la taisyklei). Nelygybés ži <3 irx—y<3 (y? + 1) yra 
y + 


ekvivalenčios (žr. 2b taisyklę). 

Lygtys (nelygybės) su dviem ir daugiau kintamųjų paprastai turi be galo 
daug sprendinių (nors 9 pavyzdyje nurodyta lygtis turi tiktai vieną sprendinį, 
o nelygybė x? + y? + w? + t + u? < O su penkiais kintamaisiais iš viso neturi 
sprendinių). Todėl įprasta kiekvieną lygties (nelygybės) su dviem kintamaisiais 
x ir y sprendinį (x,; y,) vaizduoti koordinačių plokštumos tašku, kurio koor- 
dinatės yra (x,; y,). Visų tokių taškų aibė vadinama tos lygties grafiku (ati- 
tinkamai tos nelygybės sprendinių aibe). 

11 pavyzdys. 193 ir 194 paveiksle pavaizduoti lygčių x = y? ir x? = y? 
grafikai, o 195 ir 196 paveiksle — nelygybių x? + y? < 9 ir x > y? sprendinių 
aibės. 

12 pavyzdys. Tiesinės lygties 2x + 3y = —5 grafikas yra tiesė (197 pav.). 


5 
Lengviausia ją nubraižyti suradus du tiesės taškus. Jei x = 0, tai y = BR todėl 
vienas tiesės taškas yra (o => „Jei y = 0, tai van todėl kitas tiesės 


taškas yra (-5; o) . Galima parinkti ir kitokias kintamųjų reikšmes: x = —4, 


kai y = 1, todėl vienas tiesės taškas yra (-4; 1); x = -1, kai y = -1, todėl kitas 
tiesės taškas yra (-1; — 1). 


193 pav. 
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195 pav. 196 pav. 197 pav. 


3%. Lygčių ir nelygybiu sistemos. Imkime kelias lygtis (arba kelias ne- 
lygybes, arba kelias lygtis ir kelias nelygybes) su tais pačiais kintamaisiais ir 
tarkime, kad reikia rasti visų tų lygčių (nelygybių) bendruosius sprendinius. 
Tokiu atveju sakoma, jog reikia išspręsti pateiktąją lygčių (atitinkamai ne- 
lygybių, lygčių ir nelygybių) sistemą. Sistemos, pavyzdžiui, su dviem kinta- 
maisiais sprendiniu vadinama kintamųjų reikšmių pora, verčianti kiekvieną 
sistemos lygtį (nelygybę) teisinga lygybe (nelygybe). Išspręsti sistemą — reiškia 
rasti visus jos sprendinius arba įrodyti, jog jų nėra. Analogiškai apibrėžiamos 
sistemos su vienu, su trimis ir daugiau kintamųjų. 


13 pavyzdys. Išspręskime nelygybių su vienu kintamuoju 


Ak 
sistemą: dei 
0> ; 
3 
i 2 x-3>4x, -3x > 3, x<-l, 
Sprendimas. > ls 1 Sx<-l. 
4x-1 4x-1<0 x< 
0> 3 4 4 


Atsakymas: (—%; —1). 


Sprendžiamos lygčių sistemos pertvarkomos į ekvivalenčias sistemas (api- 
brėžtumo dėlei nagrinėkime sistemas su dviem kintamaisiais; sistemų su tri- 
mis ir daugiau kintamuju taisyklės analogiškos). 

1) Keitinio taisyklė: jei vienas sistemos kintamųjų yra išreikštas 
kitais jos kintamaisiais (t. y. viena sistemos lygčių yra šitokia: y = fKx)), tai, 
įrašę į kitas sistemos lygtis vietoj y reiškinį f(x), gausime sistemą, ekvivalenčią 
pradinei sistemai. 

2) Keitimo taisyklė: jei vieną sistemos lygtį pakeisime jai 
ekvivalenčia lygtimi, tai gausime sistemą, ekvivalenčią pradinei sistemai. 

3) Sudėties taisyklė: jei prie sistemos lygties panariui pridėsime 
kitą lygtį, padaugintą iš bet kokio skaičiaus, tai gausime sistemą, ekvivalenčią 
pradinei sistemai. 
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x y_13 
14 pavyzdys. Išspręskime sistemą 4 E 
L x+y=5 
Remiamés keitimo taisykle: 
x,y_13 x y_i x 5-x 13 
y x 6 ot o 8 Piz 2. 6 
x+y=5 y=5-x y=5-x 


Sprendžiame pirmąją lygtį: 


x? +(5-x)' „18 ES ha +(5-x)') =13x(5-x), > 


x(5-1) 6 |a(5-1)=0 


*-5x+6=0 
o: F 'sx=3 arbax=2. 


x(5-x)* 0 


Iš lygties y =5-— x randame: y=5-3=2iry=5-2=838. 
Atsakymas: (2; 3), (3; 2). 


4%. Tiesinių lygčių sistemos. Tarkime, kad sistemos su dviem kinta- 
maisiais 

ax +biy =c, 

| 1 1 1 a) 


agx + bəy = C9 


kiekvienos lygties nors vieno kintamojo koeficientas yra nelygus nuliui. Tų 
lygčių grafikai yra dvi plokštumos tiesės. Galimos trys dviejų plokštumos tiesių 
tarpusavio padėtys: 1) tiesės susikerta (sistema turi vienintelį sprendinį, 
198 pav.); 2) tiesės yra lygiagrečios ir neturi bendrų taškų (sistema neturi 
sprendinių, 199 pav.); 3) tiesės sutampa (sistema turi be galo daug sprendinių, 
200 pav.). 


15 pavyzd y s. Su kokia parametro a reikšme sistema 


x+y=1, 
ax—4y=3 


turi sprendinj? 


199 pav. 
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Uždavinį spresime remdamiesi tiesinių 
lygčių sistemos geometrine prasme. Siste- 
mos pirmoji lygtis reiškia tiesę, kurios 
krypties koeficientas lygus -1, o antroji — 

ž a š 4 a 
tiese, kurios krypties koeficientas lygus 1 


Kai 3 * 1, t. y. kai a + -4, šios tiesės 


susikerta. Todėl šiuo atveju sistema turi 
vienintelį sprendinį. Kai a = -4, tos tiesės 
yra lygiagrečios (nes jų krypties koeficien- 
tai lygūs) ir nesutampa (201 pav.). Vadi- 
nasi, tuo atveju sistema neturi sprendinių. 


201 pav. 


Atsakymas: kai a + —4. 
Sprendžiant dviejų tiesinių lygčių su dviem kintamaisiais sistema, daž- 
niausiai taikoma sudėties taisyklė arba keitinio taisyklė. 


16 pavyzdys. Išspręskime sistema 
2x+3y=3, 
3x-y=10. 


Pridėję prie sistemos pirmosios lygties antrąją, padauginta iš 3, gauname 
sistemą 


11x = 33, 
3x-y=10, 


ekvivalenčią pradinei sistemai. Iš sistemos pirmosios lygties gauname x = 3, 
o po to iš sistemos antrosios lygties randame y = 3x — 10. Iš čia y = -1. 
Atsakymas: (3; -1). 
Kitas sistemos sprendimo metodas gaunamas iš keitinio taisyklės. Iš sis- 
temos antrosios lygties randame: y = 3x —10. Įrašę į pirmąją sistemos lygtį 
vietoj y reiškinį 3x — 10, sudarome lygčių sistemą 


2x+3(3x-10)=3, 
y=3x-10, 


ekvivalenčią pradinei lygčių sistemai. Iš pirmosios lygties gauname x =3, o po 
to iš antrosios lygties apskaičiuojame y =3 -3 — 10 = -1. 


%7 Kartais geometriškai nagrinėjama ir trijų tiesinių lygčių su trimis 
kintamaisiais sistema (kiekvienoje jos lygtyje nors vieno kintamojo koeficientas 
laikomas nelygiu nuliui — tuo atveju lygtis reiškia plokštumą erdvėje). Ka- 
dangi sunku tirti lygtis, išreiškiančias trijų plokštumų tarpusavio padėtį erd- 
vėje, praktinė geometrinio aiškinimo reikšmė yra nedidelė. 37 
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15. FUNKCIJU GRAFIKU TRANSFORMAVIMAS 


Dažnai vienos funkcijos grafiką pavyksta gauti iš kitos funkcijos grafiko 
geometrinėmis transformacijomis. Tokiomis geometrinėmis transformacijomis 
yra lygiagretieji postūmiai išilgai koordinačių ašių, sąspūdžiai prie koordinačių 
ašių bei ištempiai nuo koordinačių ašių. 

Išnagrinėkime kiekvieną transformaciją atskirai. 
1°. Lygiagretusis grafiko postūmis išilgai ordinačių ašies. 


Jei T E AN 


tai funkcijos g grafikas gaunamas iš funkcijos f grafiko lygiagrečiuoju postūmiu 
r (0; a) (202 pav.). Jei skaičius a teigiamas, tai grafikas stumiamas lygiagrečiai 
su ordinačių ašimi aukštyn, o jei a neigiamas, tai — žemyn. 

1 pavyzdys. Kvadratinio trinario y = x? + 3 grafikas gaunamas iš 
funkcijos y = x? grafiko lygiagrečiuoju postūmiu išilgai ordinačių ašies per 
3 vienetus aukštyn, o funkcijos y = x? — 5 — per 5 vienetus žemyn (203 pav.). 

29. Grafiko lygiagretusis postūmis išilgai abscisių ašies. 204 paveiks- 
le pavaizduoti trijų funkcijų f, g ir A grafikai. Tarkime, kad g(x) = f(x + a), 
hlx)= f(x + b). Tada funkcijos g grafikas gaunamas iš funkcijos f grafiko ly- 
giagrečiuoju postūmiu r (-a; 0). 204 paveiksle pavaizduotas funkcijos g gra- 
fikas atitinka skaičių a = 2, o funkcijos h grafikas — skaičių b = -3. 

2 pavyzdys. Kvadratinio trinario y = (x + a) grafikas gaunamas iš 
funkcijos y = x? grafiko lygiagrečiuoju postūmiu r (a; 0) (205 pav. a = 2,5 ir 
a = -3,5). 

Imkime funkcijos f grafiko bet kurį tašką (x; y). To taško koordinates sieja 
lygtis y = Ax). Lygiagrečiuoju postūmiu per vektorių r (—a; 0) taškas (x; y) yra 
atvaizduojamas į tašką (x — a; y), todėl gautojo taško koordinatės tenkina lygtį 
y = fx- a + a), t. y. y = g(x - a). Vadinasi, minėtu lygiagreciuoju postūmiu 
taškas (x; y) pereina į funkcijos g grafiko tašką. Analogiškai įsitikinama, jog 
kiekvienas funkcijos g grafiko taškas gaunamas tuo postúmiu iš atitinkamo 
funkcijos f grafiko taško. 

3 pavyzdys. 206 paveiksle pavaizduotas kvadratinio trinario g(x) = 
= (x — 3? — 2 grafikas, gautas iš funkcijos Ax) = x? grafiko, pastūmus jį per 
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y 
0 x 
=2 
A 
205 pav. 206 pav. 207 pav. 


3 vienetus lygiagrečiai su abscisių ašimi į dešinę ir per 2 vienetus lygiagrečiai 
su ordinačių ašimi žemyn. Taigi funkcijos g grafikas yra gautas iš funkcijos f 
grafiko lygiagrečiuoju postūmiu r (3; -2). 

4 pavyzdys. Užrašę kvadratinį trinarį išraiška 


2 D 
y=axl+br+e=ofa+,) AR 
2a 4a 


matome, jog funkcijos y = ax? + bx + c grafikas yra gaunamas iš funkcijos y = 


— 2 pa 
= ax? grafiko lygiagrečiuoju postūmiu r (E „a taa 


. Funkcij = ax? 
= T. unkcijos y = ax 


grafikas simetriškas ordinačių ašies atžvilgiu (nes ta funkcija yra lyginė). 
Vadinasi, funkcijos y = ax? + bx + c grafikas yra simetriškas ordinačių ašies 


vaizdo, gauto tuo postūmiu, atžvilgiu, t. y. tiesės x == atžvilgiu. 
a 


* 3°. Grafiko ištempis ir sąspūdis prie abscisių ašies. 207 paveiksle 
pavaizduoti trijų funkcijų /, g ir h grafikai. Tarkime, kad g(x) = af(x), kai a > 
> 1, ir h(x) = bf(x), kai 0 < b < 1. Visas funkcijos f reikšmes padauginus iš 
skaičiaus a > 1, visų f grafiko taškų atstumai nuo ab- 
scisių ašies padidėja a kartų ir todėl grafikas yra ištem- 
piamas a kartų nuo abscisių ašies. Visas funkcijos f 
reikšmes padauginus iš b (0 < b < 1), visų f grafiko 


1 
taškų atstumai nuo abscisių ašies sumažėja A kartų ir 
todėl grafikas yra prispaudžiamas prie abscisių ašies 


, kartu. 

5 pavyzdys. Kai funkcijos y = x? grafikas 
ištempiamas nuo abscisių ašies 2 kartus, gaunamas 
funkcijos y = 2x? grafikas, o kai jis 2 kartus suspau- 
džiamas prie abscisių ašies, gaunamas funkcijos 
y = 0,5x? grafikas (208 pav.). 
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209 pav. 
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4%. Grafiko ištempis ir sąspūdis 
prie ordinačių ašies. Jei a > 1, tai funk- 
cijos 


grafikas gaunamas iš funkcijos f grafiko, 
ištempus jį a kartų nuo ordinačių ašies, o 
jei 0 < a < 1, tai funkcijos g grafikas gau- 
namas iš funkcijos f grafiko, suspaudus jį 


1 
s kartų prie ordinačių ašies (209 pav.). 


Iš tikrųjų nurodytu grafiko ištempiu 
(sąspūdžiu) taškas, kurio koordinatės (x; 
y), pereina į tašką, kurio koordinatės (ax; 
y). Jei (x; y) yra funkcijos f grafiko taškas, 
tai y = f(x). Todėl 


v= (=)= las) 


Vadinasi, (ax; y) yra funkcijos g grafiko 
taškas. Analogiškai įrodoma, jog kiekvie- 
nas funkcijos g grafiko taškas yra tam tik- 
ras ištempto (suspausto) funkcijos f grafiko 
taškas. 


6 pavyzdys. Funkcijos y =(0,5x) 
grafikas (210 pav.) gaunamas iš funkcijos 
y = {x} grafiko (211 pav.), ištempus jį nuo 
ordinačių ašies 2 kartus, o funkcijos y = 
= {2x} grafikas — iš funkcijos y = {x} gra- 
fiko, suspaudus jį 2 kartus prie ordinačių 
ašies (212 pav.). 


7 pavyzdys. Kvadratinio trinario 
y = 2x? + 2x + 1,5, 


1 2 
=2|x+=| +1, 
2 6 2 
grafikas (213 pav.) gaunamas iš funkcijos 


y = x* grafiko šitokiomis transformacijo- 

mis: a) ištempiu nuo abscisių ašies 2 kar- 

tus; b) lygiagrečiuoju postūmiu 7 (0; 1); 

c) lygiagrečiuoju postūmiu des o) (vie- 

toj b) ir c) galima atlikti viena lygiagretuji 
1 


postūmį ir. 1). 
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216 pav. 


8 pavyzd y s. Harmoninio svyravimo y = 3 cos (2x + 4), t. y. y = 
= 3 cos 2 (x + 2), grafikas gaunamas iš kosinuso grafiko šitokia transformacijų 
seka: 


1) sąspūdžiu prie ordinačių ašies 2 kartus (214 pav.); 

2) lygiagrečiuoju postūmiu r (-2; 0) (215 pav.); 

3) ištempiu nuo abscisių ašies 3 kartus (216 pav.). 

Apskritai harmoninio svyravimo y = A cos (Ox + O) grafikai gaunami iš 
kosinuso grafiko šitokia transformacijų seka: 1) sąspūdžiu o kartų prie Oy ašies; 


2) lygiagrečiuoju postūmiu 1-2: 0) ; 3) ištempiu A kartų nuo Ox ašies. Y 
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16. TRIGONOMETRINIŲ FUNKCIJŲ SUDÉTIES FORMULĖS 


Vienetiniame apskritime pažymėkime taškus P, Py Eoi ir P, (217 pav.). 
Remdamiesi sinuso ir kosinuso apibrėžimais, tų taškų koordinates galime 
užrašyti šitaip: 


P (cos 0; sin 0); P (cos B; sin B); 

P. „(cos (a — B); sin (a — B); P1; 0). (1) 
Kadangi lankai P P, ir P, „P, yra lygūs, tai atkarpos 
P P, ilgis lygus atkarpos P, „P, ilgiui. Si teiginį ga- 
lime užrašyti atstumo tarp dviejų taškų, nurodytų jų 
koordinatėmis (žr. (1)), formule: 


y (cosa — cosp)? + (sino -sin B) = 


217 pav. 5 (cos(a —B)-1)' + sin” (a —p). 
Abi šios lygybės puses pakelkime kvadratu ir po 
to pertvarkykime jas, remdamiesi tapatybe cos?*t + 
+ sin?t= 1: 
cos? a — 2 cos & cos B + cos? B + sin? a — 2 sin æ sin B + sin? B = 
= cos? (a — B) - 2 cos (a — B) + 1 + sin? (a-— B); 
(cos? a + sin? a) + (cos? B + sin? B) — 2 (cos œ cos B + sin a sin $) = 
= cos? (a — B) + sin? (a — B)- 2 cos (a — B) + 1; 
2 — 2 (cos & cos B + sina sin ß) = 2 — 2 cos (a — B). 


Iš čia gauname skirtumo kosinuso formule: 
cos (a. — B) = cosa cos B + sin a sin B. (2) 
Iš lygybiu cos (-B) = cos B ir sin (-B) = — sin B bei (2) formulės išplaukia: 
cos (a. + B) = cos (a — (-B)) = cos œ cos (-B) + sin a sin (-B) = 
= cos & cos B — sin G sin B. 
Taigi sumos kosinuso formulė yra šitokia: 
cos (4 + B) = cos œ cos $ — sin a sin P. (3) 


Taikydami formules 


T a a e 
cos| 3 -a) =sina, sin[š - a) = C0SO, 


išplaukiančias iš (2) ir (3) formulės, gauname 


sin(a +P)= co z a] E 3 À 


= cos - a eosp + sin - aJsin = 


= sin & cos B + cos G sin P. 


273 


Vadinasi, 
sin (a + B) = sin a cos B + cosa sin P. (4) 
Iš (4) formulės gauname: 
sin (a — B) = sin (a + (-B)) = sin a cos (-B) + cos A sin (-B) = 


= sin & cos B — cos a sin P. 
Todėl 
sin (a — P) = sin a. cos B — cos G sin P. (5) 


Iš (3) ir (4) formulės išplaukia 


sin(a +ß)  sinacos B+ cosasin B 


iia cos(a +B) cosacos B-sinasin B“ 


Padaliję šios lygybės dešiniosios pusės skaitiklį ir vardiklį iš cos œ cos P, 
gauname: 


tgo+t 
(+p) IST, (6) 


Pagaliau 


z 9 tgo+tg(-B) _ tga-tgß 
tg(a-ß)=tgļa+( St te(-B) 1+tga tg" 
Todel 


B) _ tga—tgB 


tg(a —P)= : 
4 1+tg0 tgB (7) 


18. 1046 
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1°. Lanko ilgis ir išpjovos plotas. Apskritimo, kurio spindulys R, 
ilgis C lygus 27R. Turinčio œ radianų lanko ilgis lygus aR (R — atitinkamo 
apskritimo spindulys). 

Skritulio, kurio spindulys R, plotas S lygus nR?. Išpjovos, kurios lankas 
2 
turi a radianų, plotas lygus a (R — lanko spindulys). 


2°. Trigonometrinių funkcijų reikšmių ženklai (218 pav.). 
y 7 y 
E S l E 
Sinuso ženklai Kosinuso ženklai Tangento ir kotan- 


gento ženklai 
218 pav. 


3°. Formulės, siejančios to paties argumento trigonometrines funk- 
cijas 5 
J sin? œ + cos? a = 1; 


sin Q cos& 
tga=--—-;,ctga=-;-; 
cosa sin O. 
tg a ctg a = 1; 
1 1 
tg'a+1= —; ctgža +1= -—. 
2 de 
cos” O sin“ Q 


4%. Dvigubojo argumento trigonometrinės funkcijos 
sin 20 = 2 sin G cos G; 


cos 24 = cos? a — sinža = 1 — 2 sin? a = 2 cos? a — 1; 
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5. Pusės argumento trigonometrinės funkcijos 


i Dik 
2 2 
5 [l+ coso. 
2 2 
T. 1-cosa 
2 1+cosa 


a sina 1-cosa 
tg == = = 7 
2 l+cosa sin Q 


6°. Sinusų ir kosinusų sumos bei skirtumo formulės 


? ; . Q+ Q— 
sina + sin ß = 2sin Pos A 
2 2 
; 2 QA a+ 
RE E E E E RE 
2 2 
a+ a- 
cosa + cosf = 2cos 2 2, 
 a+p. @- 
cosa- cos = -2sin “FB sin 8, 


7°. Redukcijos formulės 


8°. Laipsnių su realiaisiais rodikliais pagrindinės savybės. Jei a ir 
b yra teigiami skaičiai, o x ir y — bet kurie realieji skaičiai, tai: 


a) a? = 1; b) a*a! = are 


c) ar: a” = a”; d) (ar) = a”; 


6) (aby = arb”; f) (2) „a 
b 
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9”. Pagrindinės logaritmų savybės. Su kiekvienu a > 0, a # 1 teisingos 


lygybės: 
a) log, 1 = 0; 


b) log, a = 1; 

c) log, (xy) = log, x + log, y, kai x > 0 ir y > 0; 

d) log, = = log, x — log, y, kai x > 0 ir y > 0; 
y 

e) log, x? = p log, x, kai x > 0, peR; 


f) log, x = Bi kai x > 0, b >0, b > 1; 


loga x 


g a =x, kai x > 0 (pagrindinė logaritmų tapatybė). 
10°. Diferencijavimo formulės 


C = 0; (xY = 1; (y = 0x1, kai G + 1; sin“ x = cos x; 


cos” x = — sin x; tg" x = 
(yY = e*; (arY = a* In a; lIn’ x = 2, 
x 
Ag =P RE El PEF LEEN = 5 
f ]- f8-fe”. 
g g 
fex = fex) - g (ax). 


11°. Pirmykštės funkcijos 


1 1 1 
tas 1 sin x cos X pati 3 sa R 
a+1 


; (Akx + b)Y = kf’ (kx + b); 


746. 


747. 
748. 


749. 


750. 


751. 


752. 
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Suprastinkite: 
x=1 +1. 2 

a) 1 151" „06! 
x+x?+1 
1+ Ž 

bt vit4 t+4+ Ž y 
2-vt+4 vVt+ 
La“ 2 ua 

c) 1 1 ar 1 12 
A A 


d) Ja 1 Ñ Ja-1 Ja+1 

2 2Va) (Ja+1 Ja-1] 
Įrodykite, kad n* + 2n? — n? — 2n dalijasi iš 24, kai ne N. 
Dviejų žalvario gabalų masė lygi 30 kg. Pirmajame gabale yra 5 kg gryno 
vario, o antrajame — 4 kg. Antrajame gabale vario yra 15 % daugiau 
negu pirmajame gabale. Kiek procentų vario yra pirmajame gabale? 
Pagal naują autobusų judėjimo tvarkaraštį 325 km atstumui nuvažiuoti 
laikas sutrumpėjo 40 min, nes vidutinis greitis 10 km/h didesnis už nu- 
matytą pagal seną tvarkaraštį vidutinį greitį. Koks autobuso vidutinis 
greitis pagal naują tvarkaraštį? 
Motorinės valties greitis stovinčiame vandenyje lygus 15 km/h. Per 20 h 


valtis nuplaukė 1397 km pasroviui ir grįžo. Raskite upės tėkmės greitį. 


Per tam tikrą laiką traukinys turėjo nuvažiuoti 220 km. Po 2 h jis buvo 
sulaikytas 10 min ir, norėdamas atvykti laiku į numatytą vietą, greitį 
padidino 5 km/h. Raskite traukinio pradinį greitį. 

Dvi brigados, dirbdamos kartu, mokomajame bandymų sklype pasodino 
medelius per 4 dienas. Dirbdama atskirai, viena tų brigadų galėtų pa- 
sodinti medelius 6 dienomis greičiau už kitą. Per kiek dienų galėtų tą 
darbą atlikti kiekviena brigada, dirbdama atskirai? 
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753. 


754. 


755. 


756. 


757. 


758. 


759. 


760. 


761. 
762. 


763. 
764 


765. 
766. 
767. 


768. 
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Reikia aptverti stačiakampį sklypą, kurio viena kraštinė 10 m ilgesnė už 
kitą. Sklypo plotas 1200 m?. Raskite tvoros ilgį. 

Tirpale buvo ištirpę 40 g druskos. Įpylus 200 g vandens, jo koncentracija 
sumažėjo 10 %. Kiek vandens tirpale buvo iš pradžių ir kokia buvo tirpalo 
koncentracija? 

Vandentiekio bokšto bakas dviem vamzdžiais pripildomas per 2 h 55 min. 
Pirmuoju vamzdžiu jį galima pripildyti 2 h greičiau negu antruoju vamz- 
džiu. Per kiek laiko galima pripildyti baką kiekvienu atskirai veikiančiu 
vamzdžiu? 

Du taškai tolygiai juda ta pačia kryptimi 60 m ilgio apskritimu. Vienas 
tų taškų apskritimą apskrieja 5 s greičiau negu kitas ir kas minutė 
pasiveja antrąjį tašką. Raskite taškų greičius. 

Statybininkų brigada per tam tikrą skaičių dienų turėjo pervežti 2160 mš 
grunto. Pirmąsias 3 dienas brigada kasdien įvykdydavo numatytą už- 
duotį, o paskui kasdien norma viršydavo 80 m?. Todėl dieną prieš termina 
brigada buvo pervežusi 2320 m grunto. Kokia buvo brigados dienos už- 
duotis? 

Dviženklio skaičiaus vienetų skaitmuo 2 vienetais didesnis už dešimčių 
skaitmenį. Tas skaičius didesnis už 30, bet mažesnis už 40. Raskite dvi- 
ženklį skaičių. 

Sumaisius du skysčius, kurių tankiai atitinkamai lygūs 1,2 g/cm? ir 
1,6 g/cmš, gautas 60 g masės mišinys. 8 cm* mišinio masė lygi lengvesnio 
skysčio masei. Kiek gramų kiekvieno skysčio buvo paimta ir koks mišinio 
tankis? 

Nurodykite skaičiaus artinio patikimus skaitmenis: 

a) 3,83 + 0,01; b) 1,380 - 10*+ 0,001 - 104; 

c) 7,441 + 0,1; d) 2,3 -105+ 02 - 107, 

Apskaiciuokite a + bc, kai a = 3,71, b = 0,017, c = 2,3199. 

Taikydami formule (1 + x)" = 1 + nx, apytiksliai apskaiciuokite: 

a) 1,0025; b) 2,0063; c) 3,0011. 

Įrodykite, kad /7 nėra racionalusis skaičius. 

Apskaičiuokite skaičių J2 ir E suma 0,01 tikslumu. 


Įrodykite, kad lg 3 nėra racionalusis skaičius. 
Be lentelių apskaičiuokite lg 5 - Ig 20 + (Ig 2). 
Kas daugiau: 


a) 4 ar 7 ? b) 150%! ar 1001? 


les les 
Raskite taškų A, B, C koordinates (219 pav.). 
C A E B 


=29 =2 5 =. =05.- 02 05 1 15 2. 25. 3 


769. 


770. 


771. 


772. 


773. 


774. 
775. 


776. 


777. 


778. 


779. 


780. 
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Raskite atstumą tarp koordinačių tiesės nurodytų taškų: 

a) A(1,5) ir B(-2); b) A(-10,3) ir B(6,2); 

c) A(-3,6) ir B(0); d) A(-5,7) ir B(-7,1). 

Išreikškite lygtimi (arba nelygybe) sąlygą, kurią tenkina koordinačių 
tiesės taško A(x) koordinatė, ir išspręskite tą lygtį (nelygybę), kai: 

a) IAB! = 5; čia B(5); b) IABI < 3,5; čia B(-1); 


1 
c) IABI < 0,2; čia B(-4,5), d) IABI < 187 čia B(-12). 


Raskite atstumą tarp koordinačių plokštumos nurodytų taškų: 

a) A(2; 5) ir B(-1; 1); 

b A(-1; 0) ir B(1; 0); 

c) C(7; 9) ir D(-5; 4); 

d) C(0,44; 2,54) ir D(-0,56; 1,54). 

Išreikškite lygtimi (arba nelygybe) sąlygą, kurią tenkina koordinačių 
plokštumos taško A(x; y) koordinatės, kai: 

a) IABI = 5; čia BCO; 0); b) IABI < 5; čia B(0; 0); 

c) IAB] = 1; čia B(2; 3); d) IABI > 1; čia B(2; 3). 


Raskite sprendinių aibę (773-775). 


a) Ixl = 5; b) Ixl < 5; 

c) Ixl > 5; d) Ix —- 10l = 4. 

a) Ix — 101 < 4; b) Ix — 101 > 4; c) x? > 4. 

a) x? < 5; b) (x — 1)? < 9; c)(x + 222 <1. 


Koordinačių plokštumoje pavaizduokite aibę taškų, kurių koordinatės 
tenkina nurodytą sąlygą (776—779). 


c) xy > 0; d) xy < 0. 

a) (x — 2)y > 0; b) x? + y? < 4; 

c) i = (0; d) (2x + 3y) (x — 4y) = 0. 
a) Ix - 31 < 1; b) Ixl <1, lyl < 1; 

c) Ixl > 1, lyl > 1; d) Ix-2l| <1, ly+3l <1. 
a) x? + y? = 4; b) x <0, y >-1; 

co) x? + y? > 4; d) (x - 1} + (y - 1P < 9. 


Apskaičiuokit ; 
pskaičiuokite | Ei al 


va? 2) ka sa 
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781. Apskaičiuokite nykstamosios geometrinės progresijos suma: 


n-2 n 
a) b, =(-5) ; b) b, -(žsins) : 
3 2 
o b, | 2400 „kai a % b; db =tgx, kai 0< x< £. 
a+b K 4 
782. Išreikškite paprastąja trupmena: 
a) 1,2(27); b) 2,(41); c) 0,(428571); d) 0,3(148). 
783. Kuriam ketvirčiui priklauso kampas: 
a) 1200°; b) —1000°; c) 3,57; 


d) a + Za ive a< u 

3 2 
e) a — n, kai œ — III ketvirčio kampas; 
f a — 37, kai 0< a< 2 


784. Kuriam ketvirčiui priklauso skaičius x, kai: 


a) sinx = 4 cosx; b) sinx — cos x = 1,2? 
785. Apskaičiuokite sin 110° -sin 250° + cos540” - cos 290° -c0s430" 
cos? 1260° 
e A d E l-m . 
786. Apskaičiuokite sin x, kai cos x = ir m > O. 
l+m 
a Ė AA 3 . 81 
787. Apskaičiuokite cos x, kai sin x = -— ir — < x < 21. 


„iu a 


788. Apskaičiuokite cos x, kai sin x - tg x = z 


a 3 
789. Apskaičiuokite tg 20 kai cos & = TE 


790. Apskaičiuokite tg a, kai t = = JB. 


791. Be trigonometrinių funkcijų reikšmių lentelių apskaičiuokite sin 46“ 
reikšmę 0,001 tikslumu, kai cos 32° = 0,848. 


Nurodymas. sin 46° = sin (30° + 16°). 


792. Apskaičiuokite tg O, kai sin a =—% ircosa> 0. 
a? +b? 
793. Išveskite šias redukcijos formules: 
„ (37 
a) sin (21 — QA) = — sin G; b) sin[ Z a )- coso; 
c) cos (T + 0) = — cos Q; d) sin (m — 0) = sin G; 


31 : T > 
e) cos E = sin Qt; f cos > =-sina. 


794. 
795. 


796. 


797. 


798. 
799. 
800. 
801. 


802. 


803. 


804. 


805. 
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Įrodykite, kad sin (a + zk) = (-1) sin a, keZ. 
Įrodykite tapatybę 


pa fl + cosa =2ctga, kai n< G < 2r. 
1+ cosa 1- cosa 


Išspręskite nelygybes: 

a) x? — 14x + 15 > O); b) x? — 3x + 5 2 0; 

c) 3x2 — 5x — 2 < 0; d) 2x? - 9x - 3 < 0. 
Raskite funkcijos apibrėžimo sritį: 

a) y = lg (3x? — 4x + 5); b) y = lg (5x? — 8x — 4); 


0) f(x)=V3x? -4x+5; d) f(x)=v6+7x-3x”. 


Parašykite kvadratinę lygtį, kurios šaknys yra x, =1- J3 ir x =1+ 5. 


Apskaičiuokite lygties x? + 2x — 2 = 0 šaknų kubų suma. 
Kokiu vektoriumi parabolė y = 2x? atvaizduojama į parabole y = 2(x — 3)? 


Taikydami išvestinę, raskite parabolės viršūnės koordinates: 

a) y = 3x? + 6x + 20; b y = 2x? — 8x + 5. 

Parašykite lygtį parabolės, kuri gaunama iš parabolės y = —2x? šiomis 
dviem transformacijomis: 1) grafiko ištempiu 2 kartus nuo Oy ašies; 
2) lygiagrečiuoju postūmiu r (0; 2). 


2 


1 
Parašykite lygtį parabolės, gautos iš parabolės I= lygiagrečiuoju 


postúmiu r (-2; 3). 


Remdamiesi 220-223 paveiksluose pavaizduotu funkciju grafikais, atsa- 

kykite į šiuos klausimus: 

1. Kokie funkcijos didėjimo intervalai? 

2. Kokie funkcijos mažėjimo intervalai? 

3. Nurodykite taškus, kuriuose funkcija įgyja maksimumą arba minimu- 
mą. Kokias reikšmes įgyja funkcija šiuose taškuose? 

4. Kokia didžiausia ir mažiausia šių funkcijų reikšmė atkarpoje [-2; 2]? 

5. Kuriuose taškuose funkcija nėra tolydi ir kokios yra jos reikšmės tuose 
taškuose? 

6. Nurodykite funkcijos tolydumo intervalus. 

7. Nurodykite taškus, kuriuose išvestinė lygi nuliui. 

8. Kurios funkcijos gali būti periodinės, kai periodas mažesnis už 3? Kam 
lygus jų mažiausias teigiamas periodas? 

9. Kurios funkcijos lyginės ir kurios nelyginės? 


Ištirkite funkcijas ir nubraižykite jų grafikus: 
X 


a) y = (x — 1) - 3(x — 1); b) ys 
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223 pav. 
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Nubraižykite funkcijos grafiką (806—807). 


806. a) y = 2 lg (x - 2); b) y=3in[x+ Ža 
: 2 
0) y= coa E ai d ja aeren) -1 
2 4 sin x: cosx 
) A 
e) y Par 
807. a) y = (1,5x - 1); b) y = [1,5(x - 1)); 
c) y = lsin x -ctg xl; d) „SR 
sin x 


808. Raskite mažiausią teigiamą funkcijos periodą: 
a) Ax) = 3{x + 0,25) + 1; b) p(x) = sin 1,5x + 5 cos 0,75x; 
c) q(x) = (1 — 2x}. 


Ištirkite, ar funkcija lyginė, ar nelyginė (809—810). 
2 3 


809. a) y=cos“ o b) y=sin > 
e) y =x3 sin x; d) y = A — X. 
2 2 $22 
AX 3x? -x 
810. = sin $ b) y = tg ————; 
4 x-1 ) y=tg 3x-1 
3+ 
c) v=In(x+4x?+1); d) yl 
811*.Apskaiciuokite riba: 
2 
a) cos 2x ; by ia- cos4x E 
sE sin x + cosx ot sin 2x + cos 2x 


812*. Irodykite, kad funkcija y = sin x tolydi kiekviename taške. 
813. Raskite funkcijos išvestinę: 


3-2 
a) y = 29 — 3,81% + x -V2 ; b) y= z. 
x+1 
c) y = (x + 1) sin x — x cos?x; d) y = 2 tg x - lg x; 


T 45x* - 30x? 


) 
see (8x? - 3) 
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814. 


815. 


816. 


817. 


818. 


819. 


820. 
821. 


822. 


823. 


824. 


825. 


826. 
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Taško M nueito kelio s priklausomybė nuo laiko + išreiškiama formule 
s = 2ť? + 6t — 1 (s matuojamas metrais, + — minutėmis). Raskite taško M 
greitį ir pagreitį laiko momentu t = 3 min. 

Įrodykite, kad aibėje R funkcija didėja (mažėja): 

a) y = -0,2x* + 0,5x* — x? + x? - x; 

b) y = x? — 3x? + 3x + 21; c) y = 0,8x? — xt + 3x? + 2x? + 4x. 

Per funkcijos y = x? + 2x grafiko taškus, kuriuose jis kerta abscisių ašį, 
ir per grafiko tašką, kurio abscisė x = 1,5, nubrėžtos to grafiko liestinės. 
Parašykite šių liestinių lygtis. 

Išreikškite formule funkciją, atvirkštinę funkcijai fix). Nurodykite at- 
virkštinės funkcijos apibrėžimo sritį ir reikšmių sritį; išsiaiškinkite, ar 
atvirkštinė funkcija didėja, ar mažėja: 


2x-3 1 2x+1 

a) a b) ed c) => 
l+x 
d) Ax) = 2 + 1; e) Ax) = log, (x + 2)% f Pe) = le 


Raskite šių funkcijų didėjimo (mažėjimo) intervalus ir maksimumo bei 
minimumo taškus (818—820). 


y yl, waei, 
= k "Eds 
C) y = xe"; d) y=2*7*. 
a) yA: b)y=x-h x; 
x 
X 
CO) y=; d) y=2sinx+3c0sx. 
Žž x+1 y 
a y=xlInx; b) y = cos 2x — 2 cos x. 
Raskite didžiausią funkcijos reikšmę aibėje R: 
a) y = 18x? + 8x3 — 3x*; b) y = -2x* + 3x? — 6. 
Kokio teigiamojo skaičiaus ir jam atvirkštinio skaičiaus suma yra ma- 


žiausia? 

Reikia pagaminti stačiakampio gretasienio formos dėžutę su dangteliu, 
kurio kraštinių santykis 1 : 2. Dėžutės tūris turi būti 72 cmš. Kam lygios 
dėžutės briaunos, kai jos visas paviršius yra mažiausias? 

Per apskritimo tašką A nubrėžta apskritimo liestinė. Išveskite su ta 
liestine lygiagrečią stygą BC taip, kad trikampio ABC plotas būtų di- 
džiausias. 

Koks turi būti nurodyto ploto lygiašonio trikampio viršūnės kampas, kad 
į tą trikampį įbrėžto skritulio spindulys būtų ilgiausias? 
Taisyklingosios trikampės prizmės tūris lygus V. Kokia turi būti pagrindo 
kraštinė, kad prizmės visas paviršius būtų mažiausias? 


827. 


828. 


829. 


830. 


831. 


832. 


833. 


834. 


835. 


836. 


837. 


838. 


839. 


840. 
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Reikia pagaminti kūginį piltuvėlį, kurio sudaromoji l = 20 cm. Kokia turi 
būti piltuvėlio aukštinė, kad jo tūris būtų didžiausias? 

Į rutulį, kurio spindulys R, įbrėžtas didžiausio tūrio ritinys. Raskite to 
ritinio aukštinę. 

Į kūgį, kurio pagrindo spindulys R, o aukštinė H, reikia įbrėžti ritinį, 
kurio visas paviršius būtų didžiausias. Raskite ritinio spindulį. 

Apie nurodytą ritinį apibrėžkite mažiausio tūrio kūgį (kūgio ir ritinio 
pagrindų plokštumos sutampa). 

Apie rutulį, kurio spindulys R, apibrėžtas mažiausio tūrio kūgis. Raskite 
kūgio aukštinę. 

Apie pusrutulį, kurio spindulys R, apibrėžtas mažiausio tūrio kūgis taip, 
kad kūgio pagrindo centras sutampa su rutulio centru. Raskite kūgio 
aukštinę. 

Iš 40 cm skersmens apskrito rąsto reikia išpjauti siją, kurios skerspjūvis 
būtų stačiakampis. Sijos atsparumas proporcingas stačiakampio pagrindo 
b ir aukštinės A kvadrato sandaugai bh?. Su kuriomis b ir h reikšmėmis 
sijos atsparumas bus didžiausias? 


Langas yra pusskrituliu uždengto stačiakampio formos. Žinodami lango 
perimetrą, raskite didžiausio ploto lango matmenis. 

Dviem gatvėmis prie sankryžos artėja du automobiliai pastoviu greičiu 
40 km/h ir 50 km/h. Tardami, kad gatvės susikerta stačiu kampu ir kad 
tam tikru momentu automobiliai nuo sankryžos yra atitinkamai nutolę 
2 km ir 3 km, raskite, po kiek laiko atstumas tarp jų bus mažiausias. 


1,4 m aukščio paveikslas kabo ant sienos taip, kad jo apatinis kraštas yra 
1,8 m virš stebėtojo akių. Per kokį atstumą nuo sienos turi atsistoti ste- 
bėtojas, kad jam būtų patogiausia žiūrėti į paveikslą (t. y. kad vertikalusis 
matymo kampas būtų didžiausias)? 

4 m aukščio statula stovi ant 5,6 m aukščio kolonos. Per kokį atstumą 
turi atsistoti žmogus, kurio ūgis (iki akių) yra 1,6 m, kad statulą matytų 
didžiausiu kampu? 

Trys taškai A, B ir C yra ne vienoje tiesėje, o 4ABC = 60°. Tuo pačiu metu 
iš taško A išvažiuoja automobilis, o iš taško B — traukinys. Automobilis 
važiuoja B kryptimi 80 km/h greičiu, o traukinys — C kryptimi 50 km/h 
greičiu. Kokiu momentu (nuo judėjimo pradžios) atstumas tarp traukinio 
ir automobilio bus mažiausias, kai AB = 200 km? 


Puslapio tekstas turi užimti 384 cmž. Viršutinis ir apatinis laukas turi 
būti po 3 cm, o dešinysis ir kairysis — po 2 cm. Kokie puslapio matmenys 
naudingiausi, atsižvelgiant tik į popieriaus ekonomiją? 

Garlaivio kuro išlaidos skirstomos į dvi dalis. Pirmoji nepriklauso nuo 
greičio ir lygi 480 Lt per valandą. Antroji išlaidų dalis proporcinga greičio 
kubui, be to, kai greitis 10 km/h, ši išlaidų dalis lygi 30 Lt per valandą. 
Koks turi būti plaukimo greitis, kad bendra išlaidų suma vienam kilo- 
metrui kelio būtų mažiausia? 
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841. 


842. 


843. 


844. 


845. 


846. 


847. 


848. 


849. 
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Išspręskite nelygybes: 


-1Vx-2 2 a = 
a EE, y E o, 
x-3 x-2 
2 
$ ia E d) xŽ+5x+4 <0; 
x*-2x+8 xŽ-5x-6 


e) (x — 1) (x — 2) (x — 3) (x — 4) < 0; 
f xt — 32? + 2 < 0. 


Raskite nurodytos funkcijos pirmykštę funkciją (842—844). 


1 
a) flx)= 217; b) f(x)= V2x; 
c) f(x) = 2 sinx + cos 3x; d) Ax) = x" + xx 
3 2 
f b ATAN 
a 6) x+4 L 3sin? 25 
c) O d) Ax) = 2x + 3x. 
cos“ 2x 
a ba x? -3x7 +3x — 2 b) fa) =x. 


x-1 


Raskite funkciją, kurios išvestinė lygi 2x — 3, o funkcijos reikšmė taške 2 
lygi 2. 
Materialus taškas juda koordinačių tiese greičiu v(t) = sin t cos t. Kai 


t = > taško koordinatė lygi 3. Parašykite taško judėjimo lygtį. 

Kreivė eina per tašką (2; 3), o jos liestinės, nubrėžtos per kreivės tašką, 
kurio abscisė x, krypties koeficientas lygus 3x?. Parašykite kreivės lygtį. 
Apskaičiuokite: 

cosxd x; b) 


a) | f (cos 3x — sin 2x)dx. 


oja =“ 
Ela — 0 a 


Apskaiciuokite plota figúros, kuria riboja funkciju grafikai: 
a) y = 0,5x? — 3x + 2 ir y = x — 4; 
b) y = x? — 5x + 4 ir y = 2x — 2; 
1 
c)y=8- y ir y= 3,5; 
dy=x?-3x+4iy=x+ 1; 


5., 
Byps=mrys8-4 
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850. Įrodykite, kad teisinga nelygybė: 


2m 
a) šuo A a b) „L 
m l+m 
b 
c) pt7 22 a>0, b>0; d) tg x + ctg x 2 2,0 < x< E 


(7 
sin| = +0 
(5 


LATE ON e On A 
sin| — += Įsin| =-— 
(5 z) (E z) 
f) (1 + sin ọ + cos q) (1 — sin ọ + cos ọ) (1 + sin ọ — cos q) (sin y + cos p— 
-1) <1. 


e) +2sin 5 < 2V3; 


Išspręskite lygtį (851—854). 


1 1-x 4 
851. a) ————=-——= =3; b) Vx- +42+x=0. 
Jx+1-Jx 1-vx 2+x 
852. a) tg 5x - cos x = 0; b) tg 5 cos æ = 0; 
c) sin 2x + sin 3x = 0; d) sinx + cos 2x = 0. 


853. a) 3 sin 3x + 4 cos 3x =-5; b) 5 sin 2x — 12 cos 2x = 13; 


© 4cos 24 - Er azsinė[ ax E =11; 
4 4 


d) ásin 3x- 2 + Teosė|ax- E) 77. 
2 4) 4 


854. a) I2x — 51 = 17 - Axl; b Ix -2l =213-— xl; 
o0 xX + Ixl -2 = 0; d) x? — 3lxl +2 = 0. 
Išspręskite nelygybę (855—856). 

855. a) l3x — 2,51 > 2; b) I5 - 2x1 < 1; 

c x2 — 4lxl +3 > 0; d) 2x? — 5lxl + 3 2 0. 
x+2 1-3x 
š 3; L 

A a? Biza 

į 58 "A m 
2+x x-4 3 


Išspręskite lygčių sistema (857—859). 


x-3y=1, 2x+3y=-1 Tx-2y=-1 
857. a) 1 E “ai da 
E 5x+4y=1; 3x —5y=12. 
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858. a) 3x- 9y =12, b) 2x+6y=5, o 4x-6y=8, 

4x-12y=16; x +3y = 2,5; x-1,5y = 2. 
+ 2 = 7, 5 = 8 = 0, +y= e 

859. a) 1 Y + CO Aa 
2x +4y =9; x-1,6y=1; 2x+2y=11. 

860. Su kokia parametro a reikšme sistema 
ax-3y=4, +ay=2 +1,5y=2 

a 4 E xtay= 4, $ x+1,0Y > 
A 3x- 2y = 6; 4x+6y=a 
turi be galo daug sprendinių? 

861. Su kokiomis parametro a reikšmėmis sistema 
2x+ay=8, x-y=3, x-y=2, 

a) b c) 
3x — 5y = 6; ax + 2y =-6; 2x-2y=a 
neturi sprendiniu? 

862. Ar yra tokių parametro a reikšmių, su kuriomis sistema 
x-5y=7, b x+2y=a, 3x — 2y = 6, 

c 
ax+y=-3; 2x +4y=5; ax+y=-3 
turi sprendinj? 
Išspręskite lygčių sistema (863—867). 
x+y+z=-2, x+2y-2=7, 

863. a) ¿x-y+22=-—7, b) 32x-y+2=2, 
2x+3y-z=1; 3x — 5y + 2z =-7; 
x-y-z=5, x-3y+2z=7, 

c) 42x +y+32z=3, d) {43x +y- 22z=3, 
x-4y-6z=7; x+7y-42=0. 
Y_9 x „y B 

864. a) x | Diy x 6” 

(x-1) +y =1; x+y=5 
2 2 
= -y=1, 

865. a) (x+0,2) +(y+0,3) =1, b) y i 
x+y = 0,9; x-y =T; 
E TE R x’ +y* =35, 

c) iy-1 y+1 x d) SB 
y -x-5=0; pes 


5 = 16 
866. a) Iš 8 "L 
4 5; x y =2; 
x’y? +x°y? 12, x+y =, 
c) Y y d) 2 A 
x’ y? —x*y" = 4; x" +y“ =13 
+y? =7 x? +y’? =9, 
867. a) I V b) À- 
x"y” =-8; xy= 2; 
x24+y*=5, x? — xy = 28, 
L ga 
xy” = 2; y“ -xy = -12 


868. Išspręskite nelygybių sistemą: 


, [X{8x-1)<3(4x+1)+16, 
4(2 +x) < 3x +8; 


b) 


2 3 4 
1,5x - 2,5 < x. 


869. Išspręskite lygčių sistemą: 


4x, - 2x7 + 3x3 — 4x4 = 14, 
xı +4x + 2x4 =-1l, 


2x1 — X9 + X3 =4; 

x, +2x9 — X3 — 2x4 =-6, 

b) 3x - Xy + 3x3 + x4 = 4, 
2x1 +% - 2x3 = 2, 
2x9 — X3 + 3x4 = 3. 


870. Įrodykite, kad bet kurios dvi parabolės panašios. 


19. 1046 
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PRIEDAS 


————Z—2g—————— 2 ZR TR S 


REALIEJI SKAICIAI 


Matematinė analizė atsirado XVII amžiuje. Tačiau griežtai pagrįsta ji 
buvo tik devynioliktojo amžiaus pabaigoje, kai po O. Koši sukurtos ribų 
teorijos (žr. p. 129) vokiečių matematikai R. Dėdekindas (1831—1916), 
K. Vejerštrasas (1815—1897)ir G. Kantoras (1845—1918) 
keliais būdais sukūrė realiųjų skaičių teoriją. 

Skaičiaus sąvoka formavosi laipsniškai, didėjant praktiniams poreikiams. 
Nuo seniausiųjų laikų skaičiai buvo vartojami skaičiuojant daiktus bei ma- 
tuojant dydžius. 

Atsakymas į klausimą „Kiek elementų turi tam tikra baigtinė aibė?“ visuo- 
met reiškiamas natūraliuoju skaičiumi arba nuliu. Vadinasi, visų sveikųjų 
neneigiamų skaičių aibės 

(0; 1; 2; 3; ...) 
pakanka norint suskaičiuoti nedalomus daiktus. 

Matuojant dydžius, būna kitaip. Atstumas tarp dviejų gyvenviečių gali būti 
lygus 3,5 kilometro, kambario plotas — 16,45 kvadratinio metro ir t. t. 

Dydžių būna įvairių rūšių. Pateikiame du pavyzdžius. 

1. Atstumas tarp taškų, atkarpų, laužčių ir kreivių ilgiai — tai vienarūšiai 
dydžiai. Jie matuojami centimetrais, metrais, kilometrais ir t. t. 

2. Laikotarpių trukmės irgi yra vienarūšiai dydžiai. Jie matuojami se- 
kundėmis, minutėmis, valandomis ir t. t. 

Tuos vienarūšius dydžius galima lyginti vieną su kitu ir sudėti: 


1 m > 90 cm; 350 m + 650 m = 1 km; 
3000 s< 1 h; 2h+3h=5h; 
1 kg > 720 g; 500 g + 500 g = 1 kg. 


Tačiau klausimas, kas daugiau: 1 metras ar 1 valanda, būtų beprasmis; 
negalima ir 1 metro sudėti su 30 sekundžių. Laikotarpio trukmė ir atstumas 
yra skirtingų rūšių dydžiai. Skirtingos rūšies dydžių negalima nei lyginti, nei 
sudėti. 
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Dydžius galima dauginti iš teigiamųjų skaičių ir nulio. Padauginus dydį a 
iš neneigiamojo skaičiaus x, gaunamas tos pačios rūšies dydis b = xa. Patei- 
kiame kelis pavyzdžius: 

5-20 cm = 100 cm = 1 m; 
0,01 - 20 cm = 0,2 cm = 2 mm; 
0-20 cm = 0 cm. 


Parinkę tam tikrą dydį e matavimo vienetu, galėsime juo išmatuoti bet 

kurį kitą tos pačios rūšies dydį a. Išmatavę sužinome, kad 
a = xe, 
t. y. randame skaičių x. 

Tas skaičius x vadinamas dydžio a skaitine reikšme, kai matavimo vienetas 
yra e. Dydžio skaitinė reikšmė priklauso nuo matavimo vieneto. Jei, pavyz- 
džiui, kambario ilgio skaitinė reikšmė matuojant metru (e = 1 m) lygi 5,6, tai 
to paties ilgio skaitinė reikšmė matuojant centimetru (e = 1 cm) lygi 560. 

Tarkime, kad dydžių a ir b skaitinės reikšmės, matuojant juos tuo pačiu 
matavimo vienetu e, lygios x ir y, t. y. 


a = xe, b = ye. 
x 
Jei b * 0, tai santykis y vadinamas dydžių a ir b santykiu. 


Tokios yra pradinės žinios apie dydžius. Pateiktas dydžio sąvokos apra- 
šymas remiasi skaičiaus sąvoka. Tačiau istorinė tos sąvokos raida buvo kitokia: 
realieji teigiami skaičiai atsirado kaip dydžių santykiai (kalbant tiksliau, kaip 
atkarpų ilgių santykiai). 

Įrodžius, kad kvadrato įstrižainė yra nebendramatė su jo kraštine, paaiš- 
kėjo, jog kai kurių atkarpų ilgių santykio negalima išreikšti ne tik natūra- 
liuoju, bet ir racionaliuoju skaičiumi. Kad kiekvienos atkarpos ilgio skaitinė 
reikšmė matuojant fiksuotu matavimo vienetu būtų apibrėžta, reikėjo naujų 
(iracionaliuju) skaičių. 

Kiekvienas praktinis dydžio matavimas yra tik apytikslis. Jo rezultatą 
norimu tikslumu galima išreikšti racionaliosiomis trupmenomis arba baig- 
tinėmis dešimtainėmis trupmenomis. Pavyzdžiui, matuodami vieno centimetro 
tikslumu įstrižainę kvadrato, kurio kraštinė 1 m, sužinosime, kad jos ilgis 
apytiksliai lygus 1,41 m. Matuodami vieno milimetro tikslumu, įsitikintume, 
kad tas ilgis apytiksliai lygus 1,414 m. 

Tačiau matematikoje dažnai nekreipiame dėmesio į apytikslį praktinio 
matavimo pobūdį. Teoriškai aptariant atkarpų ilgių matavimą, būtina išnagri- 
nėti begalines dešimtaines trupmenas. (Kaip tik tokiomis trupmenomis užra- 
šomi skaičiai 


2 
O 0,666...; J2 = 1,41421356...; n = 3,14159265358...). 


Bet kurios atkarpos ir atkarpos, laikomos ilgio vienetu, ilgių santykį visada 
galima parašyti skaičiumi, reiškiamu begaline dešimtaine trupmena. 

Griežtoji realiųjų skaičių teorija yra gana sunki ir neįeina į vidurinės 
mokyklos programą. Tačiau bendrais bruožais su vienu jos sukūrimo būdų 
susipažinsime. 
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1. Tariame, kad: 
a) kiekvieną realųjį skaičių x atitinka (kaip jo išraiška) begalinė dešimtainė 
trupmena: 
x = +0,, 0,0,Q,...0,...; 


b) kiekviena begalinė dešimtainė trupmena yra realiojo skaičiaus išraiška. 

Tačiau šiuo atveju dešimtainę trupmeną, užbaigtą begaline devynetų seka, 
natūralu laikyti tik skaičiaus užrašo dešimtaine trupmena, kuri baigiasi bega- 
line nulių seka, antrąja išraiška: 


0,9999... = 1,0000...; 12,76599999... = 12,76600000... 


Ta susitarimą paaiškinsime pavyzdžiu: 


1 
0,(9) =3 - 043) =3 - 3 = 1. 


Tik atmetus desimtaines trupmenas su devynetu periode, gaunama rea- 
liųjų skaičių aibės ir begalinių dešimtainių trupmenų aibės abipus viena- 
reikšmė atitiktis. 

Skaičius a, yra teigiamojo skaičiaus x sveikoji dalis, o 


*— 0, = 0,0, Ayo o 


— skaičiaus x trupmeninė dalis. 
Skaičius 
X, = Q,,4,0,0,...0, 
vadinamas teigiamojo skaičiaus 


X = G,0,0,0,...0 


bo? g ago B 
dešimtainiu artiniu su trūkumu 10” tikslumu, o skaičius 
xr =%, +10” 
— to skaičiaus dešimtainiu artiniu su pertekliumi 10” tikslumu. 
Jei skaičius x neigiamas, t. y. 
X = dy AU poll a, 
tai susitariama, kad 
X, =— Ay 0,0,0,...4, rx, = x, — 10”. 

2. Formuluojama dviejų realiųjų skaičių palyginimo taisyklė. Pagal ja skai- 

čius x yra mažesnis už skaičių y, kai bent su vienu n teisinga nelygybė 
222 

čia x, ir y, — skaičių x ir y dešimtainiai artiniai su trūkumu 10” tikslumu 

(rėmėmės tuo, kad baigtinių dešimtainių trupmenų palyginimo taisyklė jau 

žinoma). 

3. Apibrėžiami realiųjų skaičių aritmetiniai veiksmai (remiantis atitin- 
kamais baigtinių dešimtainių trupmenų veiksmais, kurie buvo apibrėžti anks- 
čiau). 

Dviejų realiųjų skaičių x ir y suma vadinamas toks realusis skaičius z 
(žymima x + y), kad su kiekvienu natūraliuoju n yra teisingos nelygybės 


, , 
x EY, SLEY Xp EYn> 
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Matematinės analizės kurse įrodoma, jog toks skaičius z egzistuoja ir yra 
vienintelis. 

Analogiškai dviejų neneigiamų realiųjų skaičių x ir y sandauga vadinamas 
toks skaičius z (žymimas xy), kad su kiekvienu natūraliuoju n teisingos ne- 
lygybės 

XY, S XY < Earl 

Tas skaičius z egzistuoja ir yra vienintelis. Apibrėždami dviejų realiųjų 
skirtingų ženklų skaičių sandaugą, remiamés neneigiamų skaičių Ixl ir lyl 
daugybos taisykle ir susitariame, kad xy =-|x| ly l; kitais atvejais laikome xy = 
= Ix! lyl.(Ķaip paprastai, skaičių a,, a,a,a,...a, > 0 ir—a,, a,0,0,...a,... moduliu 
vadinamas skaičius a,, 4,0,0,...A,...) 

Atimtis apibrėžiama kaip veiksmas, atvirkštinis sudėčiai: skaičių x ir y 
skirtumu x — y vadinamas toks skaičius z, kad y + z = x, o dalyba — kaip 
veiksmas, atvirkštinis daugybai: dalmeniu x : y vadinamas toks skaičius z, 
kad yz = x. 

4. Parodoma, kad nelygybės ir aritmetinės operacijos, apibrėžtos 3 po- 
skyryje nurodytu būdu, turi pagrindines racionaliųjų skaičių nelygybių ir 
veiksmų savybes. Šios savybės išvardytos „Kartojimo medžiagoje“. 


SSA ———— AA AS S 


PRATIMŲ AT AKYMAI IR NURODYMAI 


| SKYRIUS 


o 


1. a) Eo E 2. a) 120%c) 80 3. a) 0,2967; c) 2,4260. 4. a) 32°; c) 180°. 6. a) = ; b) -23,81. 
T 


8n 161 T i r S l i 
7. a) 2; 0) -.8. a) 1; c) „9. b) rad/min; — rad/min; 21 rad/min. 11. a) Taip; c) ne. 
3 3 360 30 


T T T 
12. a) Ne; c) taip. 13. a) nn, ne Z; c) 3 + 2nn, ne Z; e) E + 2nn, ne Z. 14. a) nn, ne Z; c), e) — +1n, 


neZ. 16. a) 0; 1; 0; neapibrėžtas; c) Ya . £2, 1; 1. 17. a) 0,1889; 0,9820; 0,1923; 5,2000; c) 0,9800; 
2 2 

0,1994; 4,9131; 0,2035. 18. a) 0,3256; 0,9455; 0,3443; 2,9044; c) 0,2147; 0,9767; 0,2199; 4,5483. 

19. a) Visi pliusai; c) minusas, pliusas, minusas, minusas. 20. a) Minusas; c) minusas. 21. a) 0,5; 

c)-0,5. 22. a) == ag ;c) V3 . 26. a), e) Taip. 27. a) cos a= $ ;tg > gaz ; €) sin a 
5 5 5 2 5 

cos4=-—; ctga= ; e) cosa = — ; tga=-—=; ctga=-—. 28. a) - -.30. a) 0; c) 1. 
13° "*" B 73 B 2 12 


31. a) sin $ — cos B; c) -1. 32. a) cos*t; c) 0.33. a) —cos 2 50) tg” 6 ;e) ctg 5 ;g) - sin A . 35.a) 2 tg y; 


c) 1. 36. a) 5. 37. a) 1; c) 0,5. 38. a) V3 ; c) 1. 39. a) -0,28; b) —1. 41. a) pa 25 . 42. a) -sin 20; 
2% a A s . 5r 
o) V3cosa . 44. a) 0,96; b) 0,28; c) 750 g 4a Fio 1. 48. a) V3 cos 10°; c) V2 sin 


5 1 y a 
49. a) 0; c) E. 50. a) cos q; c) J3 . 52. a) Taa ; ión 53. a) B c) Pel: 
) 124 8 55. a) sinžy; b) cosžę; c) 0; d) e 56. a) Ecos teod 2-2); 


1+sina 2 
c) 2VBsin Zeod 2-2) . 60. a) 2; —2; 10,1; 2t + > ; c) 0; 0; 2 sin 4; -2 sin 4x. 61. a) 0; 3; 2; t. 62. a) R; 


T 
c) R; e) R; g) visų realiųjų skaičių aibė, išskyrus skaičius 2 + nn, neZ. 63. a) 1; c) [0; =); 
e) [0; 11; g) aibė Z, (visų neneigiamų sveikųjų skaičių). 65. b) D(S) = [o ada) 


2 5 aJ2 


a -x?, kai ii 


di A 


(a 2-2), kai Ž 
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69. a) Mažėja visoje skaičių tiesėje; c) didėja intervale (--; 0]; mažėja intervale [0; =). 70. a) Mažėja 
intervaluose (—o; 0) ir (0; œ); c) didėja intervale [0; œ). 76. a) Nelyginė; c) lyginė. 77. a) Nei lyginė, nei 
nelyginė; c) lyginė. 82. a) Didėja visoje skaičių tiesėje; c) mažėja intervale (—~%; 1,5], didėja intervale 
[1,5; eo); minimumas taške 1,5. 83. a) Mažėja intervaluose (—x; 0) ir (0; œ); ekstremumų nėra; c) didėja 
intervale (--; 0), mažėja intervale (0; œ); ekstremumų nėra. 84. a) Mažėja intervale (—œ; 0], didė- 
ja intervale [0; œ); minimumas taške 0; b) mažėja intervaluose (—oo; —1] ir [0; 1]; didėja intervaluose 
[-1; 0] ir [1; ~) Nurodymas. Funkcija f lyginė, todėl užtenka nagrinėti x > 0; tuomet 


f(x>)- f(x)= (13 = x(x +x- 2) irjeigux, >x, tai x; — x} > 0 , todélfix,) >Ax,), kai x? +x? -2>0; 
iš čia išplaukia, kad fdidėja intervale [1; 00) (kadangi xł + x? -2> 0 , kai x, >x, > 1) ir mažėja intervale 
[0; 1] (kadangi x3+x,-2<0, kai 0 < x, < x, < 1); c) didėja visoje skaičių tiesėje; 
d) didėja intervaluose (—oo; —1] ir [1; œ), mažėja intervale [-1; 1]. Nurodymas. Funkcija f nelyginė, 
todėl užtenka nagrinėti x > 0, tuomet f(xz)- f(x,)= (x2 - x, 163 + XX + AXI — 3) ir jeigu x, > x,, tai 
Ax,) > fx), kai x2 + xx, +x -3>0; iš čia išplaukia, kad f didėja intervale [1; ») (kadan- 
gi x2 +xx,+x?-3>0, kai x, > x, 21) ir mažėja intervale [0; 1] (kadangi x? + xx, +x? -3<0, kai 


0 < x, < x, < 1); atsižvelgdami į tai, kad f nelyginė, nusprendžiame, jog f didėja intervale (-o; -1) ir 
mažėja intervale [-1; 0], taigi ir intervale [-1; 1]. 85. a) Taip; c) ne. 86. a) sin 45°; c) —ctg 3°; e) —cos 5°; 


g) eg . 87. a) T; o ; €) bet kuris skaičius, nelygus 0. 88. a) r; o . 89. a) = ; c) 27. 91. Ne. 


92. a) Visų skaičių aibė, išskyrus skaičius 5 + 2nn, ne Z; c) R. 93. a) [—1; 1]; c) [0; 1]. 94. a) sin 2x > 0 


; T E ; T ; : 
intervaluose (mo; 3 + 2 , ne Z; sin 2x < Ointervaluose (5 + Tn; mn) , ne Z; sin 2x =0, kai x= T 3 


ne £; c) nulių nėra, pastovaus ženklo intervalai tokie pat, kaip ir funkcijos Ax) = sin x. 95. a) sin (-309); 


m 22nn, n 2nn 


sin 170°; sin 20“; sin (-250“); sin 100“. 96. a) Didėja intervaluose | E + 3 | , ne Z; mažėja 
4 n 2m an 2nn o T T Leste 
intervaluose 6 tog? ana , neZ; c) mažėja intervaluose „1 2 , neZ; didėja 


intervaluose E A zm, neZ. 98. a) x=- + 2nn ir x= +2mm, neZ; ola 


+2nn; Zam], neZ. 100. a) Visų realiųjų skaičių aibė, išskyrus skaičius + nn, neZ; c) R. 


x o2m n 21m 


101. a) [-1; 1]; c) [1; 2]. 102. a) cos 3x > 0 intervaluose (Eta, 6 am), neZ; cos 3x < 0 
intervaluose (pm, 172), neZ; cos 3x = 0, kai x Žin neZ, c) nulių nėra, pasto- 


vaus ženklo intervalai tokie pat, kaip ir funkcijos Ax) = cos x. 103. b) cos 3; cos" R cos $T ; cos 1,2; 
cos (-1); cos (-0,1). 104. a) Didėja intervaluose E > z + zz] ,ne Z; mažėja intervaluose |- T dE 2m, 
3 3 


zz] , neZ; c) didėja intervaluose [-3x + 6rn; 6nn], neZ; mažėja intervaluose [6nn; 31 + 6rn], ne Z. 
105. a)t =+% + 2mn, neZ;c) Z +2rn <t< E + 2mn neZ. 106. a) x =+5 + 27n „ežio y+ 2m sts 


sE +2m, neZ. 108. + +mm , neZ; o) = „neZ. 109. a) R; c) (~~; 0]. 110. a) tg 3x > 0 
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intervaluose pauta > 122 , neZ; tg 3x< 0 intervaluose Es EX, m „neZ;tg3x=0,kai x = ©, 
3 6 3 6: 13 18 3 


neZ; c) tgx > Ointervaluose E (a + 1) , neZ; tg’x = 0, kai x = nn, ne Z. 111. a) tg 100%; tg (-209); 


tg 10°; tg 200°; tg (—110°). 112. a) Didėja intervaluose [-š + į A + z) , neZ; c) mažėja intervaluose 


(emos Z +m) ,nez. 13.a) += +m ,neZ;c)-2+nn<t<+ nn ,neZ.114.a) x=-h4m, 
4 4 4 2 3 4 


neZ; c) ¿+ m<x<- + mm, neZ. 116. a) x= +1m,neZ; c) xaT neZ. 117. a) R; c) [0; =). 


118. ctg 2x > 0 intervaluose E Ye USA , neZ; ctg 2x < 0 intervaluose ui 4 diki de PULL , neZ; 
24 2 P 22 2 


T r 
ctg 2x = 0, kai x= I + = , neZ; c) ctg?x > 0 intervaluose (m: 2 + mn) ir (Fem; T+ mn) , neZ; 


ctg?x = 0, kai x= Ž +nn , neZ. 119. b) ctg 6; ctg 2 , ctg 2; ctg 8; ctg 3 ; ctg 4. 120. a) Mažė- 


3n 151 
ja intervaluose E zm), neZ; c) didėja intervaluose (Fram: BE amn), neZ. 


121. a) t=-+mm neZ; c) E +nn<t<r+nn,neZ. 122, a)x= T + nn, neZ; c) = +TN<xA<T + 


+ nn, neZ. 124. a) 0; b) 79-50 = :e) Zag -7 125. a) 0,3072; b) 0,4451; c) 0,3081; d) 0,8949. 


126. a) 73D) 0; c) r; d) 559 L a, 127. a) 1,3526; b) 0,5009; c) 0,9171; d) 0,9685. 


a :d) cie = . 129. a) 0,3403; b) 1,1606; c) -1,3734; d) 1,4713. 130. a) zi 


128. a) 0; b) L 


pi Ba AL = . 131. a) 0,9547; b) 0,1553; c) 0,1974; d) 3,0419. 132. a) Lygus; b) mažiau; 


c) maziau; d) maziau. 133. a) > ;b) “a Cc) Ma ; d) -7 184, a) E ; b) on ;0) z ;d) qe .135. a) E 
2 2 12 6 12 12 12 12 2 


T 2 
b) P ; €) 0; d) m, 141. a) 3n — 10; b) 41 — 12; c) 2 - n; d)n - 3. 142. a) rikiai nel, iZ +2m, 


neZ. 143. a) EY ¿em neZ; c) (hatm, neZ. 144. a) Ttm, neZ; c) +m, neZ. 


145. em ,neZ;c) Gm ,neZ. 146. a) (-1Yx, + nn, neZ, x, = arcsin (-0,6) = -0,6435; c) -x, + 

+ nn, neZ, x,= arctg 3,5 = 1,2925. 147. a) Kam „neZ;c) 2 „neZ.148.a)(-1Yn + 4nn,neZ; 
r T r r no nn 

c)-+83nn , neZ. 149. a) — + (-1} — + mn, neZ; c) nn, neZ. 150. a) — +(-17 — +— , neZ; 
2 4 4 24 24 4 

ot + 2nn, neZ. 152. a) amb << + Zak, keZ; c) -E 2mb << 5+ 2mh, keZ. 

153. a) +2 <x< E +2mk, keZ; 0-4 ame < x < + 2m, keZ. 154.0) -5 + nk <x <5 + 


+nk keZ; c) -3+ Tk<a<-7 + nk, keZ. 155. a) me<a< mb keZ o) E +rk<x<n+nk,heZ. 


156. a) T +nk<x< = +1k,keZ;c) -3+ 27k <x < n+ 2nk,keZ. 157.a) L 
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keZ; o-Firkex< Er, keZ. 158. a) Pe E Ork, keZ; a ARE 
4 12 2 6 8 8 


T T 5n T 3n 5r 
- 0) (~œ; œ); d) — + nk < x < — + nk, — < E ir — + tk < x < — + nk > 
keZ; c) (=x; 33 2 6 ¿MES +A ir 4 x 6 „keZ. Spren 


tgx +tg2x 
1-tgx tg2x 


dimas. = tg3x , kaix priklauso kairiosios nelygybės pusės apibrėžimo sričiai. Vadinasi, 


r r nl 
reikia išspręsti nelygybę tg 3x > 1 ir iš gautosios aibės atmesti taškus 7 +7/,- + > leZ. Taikydami 


2 '4 
tangentų tiesę, pažymėkime vieną iš intervalų, sudarytų iš t(t = 3x) reikšmių, tenkinančių nelygybę 


tgt>1: E z), Remdamiesi tangento periodiškumu, gauname: T nn < 3x < S +an , neZ. Iš čia 
2 


z nn no nn 
12 + 3 <x< 6 + 3> keZ. Norint atmesti anksčiau minėtus taškus, patogu nagrinėti r ilgio inter- 
valus ür geidžia e hee a 1 dl Hei hand A nksk< i imk | Mimes 


< = + 1. Atmetame taškus a + Tk, A + nk, z + nk, keZ. Šiuo atveju tai taškai = + nk, keZ. 


159. a) 2 4 2mh, = + nk, keZ; b) 2 + 2nk, keZ; c) = + 2nk, ke Z; d) a, + nk, a, + nk, keZ, 0, = 


= arctg 2 = 1,11; a, = arctg > — = 0,46. 160. a) > + Ank, n + 2nk, keZ; b) a, + nk, a, + nk, keZ, 
- 1+V5 
a, = arctg 1 2 p = —0,55; 01, = arctg D = 1,02; c)a + 2nk, ke Z, c=2 arctg z = 1,18; d) > +1k, 


(-1)x, +nk, keZ, x, = arcsin 0,75 = 0,85. 161. a) 2nk, n + 4Ank, ke Z; b) n + 2nk, Ank, keZ; c) (Lx, + nk, 


keZ,x,= arcsin 5 = 0,34; d) 5 + nk, keZ. 162. a) = + nk, keZ; b) A + Tk, 0. + nk, ke Z, a = arctg 2; 


Ta 


c) T + nk, 0. + nk, keZ, a = arctg 3 = 1,25; d) a, + nk, a, + nk, keZ, a, = arctg —— — = -1,43; 


74 AL 


a, = arctg —— = 0,11. 163. a) > + 2nk, keZ; c) (1). T + nk, keZ. 164. a) =T + nk, keZ; 


D + nk, keZ. 165. aS + Zak, keZ; e) nk, € + nk, keZ. 166. DNE + nk, keZ; c) +0 + nk, keZ, 


a=arctg V2 = 0,96. 167. a) (5) = Tk; + = + 2), (cg: Stnk; t 5 5*2m)tneZ; c) Iš - 


= 3) keZ; d) (otas F-m]; (z+ Z m1), keZ; x, = arctg 1 = 0,46, 


1 
x =arctg 5* 0,32. 168. a) Ne; c) taip (išskyrus atvejį a = b = 0). 169. a) tga; c) tg a tg B. 170. a) cos*q; 


c)-1. 171. a) 13; b) 0; c) AS ; d) Isin B + cos Bl. 172. a) ctg (4-2); b) tg (6-5). 173. a) 8; 
sin“ 20 4 


7 mezi m(3 - m?) 
c) 5“ 174. a) 3 ; b) 2 . 175. a) m? — 2; b) m(m? — 3). 176. a) 0,5. 185. a) -sin 18“; 


c) -tg 15%; e) -sin 23“. 186. a) sin = cos = ; c) -tg z . 187. a) sin 1°; c) cos 19°. 188. a) cos 7z; 


542 aže 2-43 


otg E. 189. až; b) -52 01443; d) 0,5. 190. a) -sin a; c) tg?x. 195. a) ———— ; b) ETE 


20. 1046 
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16 Ba Y105 71 1 
196. a) 1,b) -55.197.4) == $. issa B AA Ž d)-83. 200. a) tg 15 
-2= JB; b) 85 ; c) tga tg B; d) tga. 208. a) /0,2 ; 2,/0,2 ; 0,5; 2; b$; -7 at 


20. +T 
x 


209. a) sin (x + y) "sin(x - y). 210. a) 4c0s- cosx cos 2; b) 4cos* cosx sin $5 .211.a) 2sin 


x cos an ma ;b) 2sin 30 os 30° +4 | 0) 2sin LOIN asies ; d) 2 sin 5° cos 400; 
4 4 2 2 8 8 
e) sin (60° + a) sin (60*—a); D sin (a + 30% sin (a- 30°). 212. a) 2, - 2. -3. 4.1, 7,2%, 1.33 
55 5 4 3" 25° 2'24 7 


213. a) (-1)}x, + nk, keZ, x, = arcsin 5 = 0,34. 214. a) „X + 2nk, keZ; b) (UD + nk, keZ. 
12 


1 
215. a) d + nk, k eZ, a = arctg 0,5 = 0,46. 216. a) n + 2nk; +0 + Ank; keZ; œ = 2 arccos ar 2,46. 


k k 
217. a) T? kez; c) T ez 218. a) zE +1k<x< ES + nk, ke Z; b) R. 219. a) 3 +1k<xS< Ee 
2 4 6 6 10 10 


bol : A AS šia snese E bulk 2 + nk, ke Z. 220. a) -5 súa > 448, 


3n 
q + m<x< z + Tk, keZ; c) > + mk <x< i + 27k, 1 + 2nk < x< bu + 2nk, keZ. 


1 
221. Nurodymas.a)sinx> 3 arba sin x < -2 ;b) => < cos x< 1 999, Nurodymas. 


a)sinx> Žibjcosa> 5228. Nurodymas.a)tgx<-larba0<tgx<1;b)-1<ctg x< 0 arba 


ctg x > 1. 225. a) e z6) 2 . 235. a), b) 1. 236. a) cos 4t; b) cos t. 237. a) ctg 2x; b) ¡2 . 
2 3 Isino 
16. 63 24 1 Ks ARE 1 
238. 65 657 239. To" 241. a) y “os 109; b) 4 c) aAa d) 0. 242. a) -3 cos 2x; 


Bs 
O 4 
2 2 


l T E 1 
b) -zeo 2a+ z) 50) 3 (cos 2x + cos 2B); d) 2 (cos 24 — cos 2x). 243. a) cos 10° — 


5 


+ cos 10“; c) cos 35° + cos 5° — cos 15° — A ; d) cos 1° + cos 3° + cos 5° + cos 7° + cos 9° + cos 11° + 


+ cos 13° + cos 15. 244. 0,5+ 40,5- 0,2543; b) =2 led . 245. a jai :b) ta 246. a) Eal, 


b) V/3 . 247. a) 1 + cos 2x; b) 1 — cos 4x; c) 0,5 + cos 2x + 0,5 cos 4x; d) N - 5 cos 4x; e) 5 - Z cos 12x; 


1 
f) 0,5 + 0,5 cos 8x. 249. Taip. 250. a) (-1'a + nk, keZ, a = aroei T = 0,62. 251. a) a, + 27k, 0, + 


3-J21 3+J21 
6 6 


= 0,52; a, = 2 arctg 


T 
= 1,80;c) 5 + 2nk, a + 2nk, keZ, 


+ 2nk, keZ, 0, = 2 arctg 2 


T T 
«= 2 arctg (-3) = -2,50. 252. a) R; b) nk < x < 6 + nk, 3 + nk T + Tk, keZ. 


A 
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II SKYRIUS 


254. a) 0,2 ir 0,3; 0,26 ir 0,27; 0,266 ir 0,267; b) -1,3 ir -1,2; -1,27 ir —1,26; c) 0,8 ir 0,9; 0,83 ir 0,84; 
0,833 ir 0,834. 256. a) 1,90502; b) 1,21836. 257. a) 0,905; b) 3,046; ES 3,968; d) 1,748. 258. a) 19,6; b) gt; 


1 1 
c) V28 = 4,43; d) /25g. 259. a) 0,005; b 5500 7 0.0007. 260. a) — . 262. a) -2; 
L y ' 1500 $ T ETC IÓN 


263. a)-2; c) 0. 264. a) limCf (x) = limC - lim f(x) =C- A; b) lim(/(x)- g(x)) = lim(f (x) + (-1)- g(x)) = 
= limf(x)+ lim((-1) . g(x)) =A+(-1)-limg(x)= A + (-1): B = A - B. 266. Nurodymas. a) Taikyki- 
te sandaugos ribos taisyklę; b) taikykite 264, a) pratimo rezultatą; c) taikykite sumos ribos skaičiavi- 
mo taisyklę ir uždavinio b) rezultatą; d) taikykite dalmens ribos taisyklę. 267. a) 3,2; 0,4; c) 0,2. 


268. a) 0,5; 2,25; b) 0,15; 1,1475; d) -0,2; 1,04. 269. a) 1 ; b) 2 516) id ; d) = ; 
1359 20301 30107 1794 


2Ax 2 
270. a) -3Ax; b) ea > €) 6x,Ax + 3(4x)?; d) Ar(-2-2x,-Ax). 271. a) x; + 2x,4x + (Ax); 2x,4x + 
Xo + NEA 


+ (Ax)?; 2x, + Ax; b) ax, + aAx + b; aAx; a; d) xj + 3x34x + 3x (Ax)? + (ax); 3x¿Ax + 3xp (Ax) + (ax); 


3x? + 3x,(Ax) + (Ax)". 272. a) 2,1; b) 1,9; c) 2,001; d) 1,9999. 273. a) 12,61; b) 12,0601; c) 12,006001; 
d) 12,00060001. 275. b) Mažėja visoje skaičių tiesėje; d) didėja intervale (—~; 0], mažėja intervale 


(0; =). 277. a) 2; c) 2. 278. b) 1; d) 2x, — 1. 282. a) a; a; b)-1; L. 283. d) ——. 284. b) 2; d —Ž. 
= 


m 


285. a) -2; c) 2x + 2. 286. a) 2ax + b; c) 3x? — 1; d) -<. 288. a) 10x°; c) — . 289. a) 4 c) x. 
z xê x 
1 1 > IO SI 
290. a) —; €) — 291. a) Tx? — 6x — 1; c) 120 +5. 292. a) 35x! + —; b) >+ -2 Vx; 
T E x? da Boa 2 
„8 3 11 x+1 3x+1 x+1 
efi Pe a? Sd +. 293.2) ; 090. 294. a) Vx += 50) 
E 2 pla (8-51) Ni dx Bala 
211-x 
295. > $! E B Br 296. a) -3; c) 2x — 3. 297. es b) -5; A 
(1+x*) 24x 2 4 (2+ x) 
5 2 
- . 298. b) -19; d)1- . 299. a) [-3; 3); c) 2; 2). 300. a) [0; 4]; c) (~œ; 2) U (2; 3). 
4(14+1) J2-1 
2 2 
sa Eos e a Es E E EA di ; 
x-3 (x-3 -l-x- x’ x-3 x-3 
1 x-2 1 
303. a) f(x = Vx; c)f(x)=—; e) f(x)= . 304. a) 28(2x — 7)5: c) -21(7x — 1), 305. a) ; 
(9d 0192: ofl) = 
5 4x 9x 3 4x 
c) —=. 306. a) ===, €) ===. 307. a) 65(5x — 2)? — 60(3x + 7); c) e 
245x-8 V4x?-1  v9x?-16 6x-8 J4xž-3 
1 x 1 p 5 
d) - ———. 308. a) — cos x; c) cos x — sin x. 309. 3 cos 3x; c) 10 cos 2x. 310. a) -2 sin 2x; 
J9+2x 20,52 -2 3 
1 
c) 2 sin 4x. 311. a) = 5 0) . 312. a) -— 2 5 0) - 313. a)-—cosT; c) —sin— 
cos“ 2x cos? E sin“ 5x sine E 2 
2 
3 


314. a zeo 25+ 3 E 6) 315. a) +7 + 2nk, keZ; bnin i y. x= 4 2n% ar- 
3 cos” ( 3 2 6 


2(3x 7) 
5n T T 
ba x= t2, keZ; c) tg x = 1, t. y. ES FI keZ, dt 


g keZ. 316. a) sin x + x cos x; 


300 


c) 2 sin x cos x = sin 2x; e) 0. 317. a) 3 cos 3x; c) -sin t. 318. a) R; c) (=x; 2) ir (2; œ). 319. a) (~œ; 1) U (2; 
3); c) (~œ; -3) L (1; 2) U (4; œ). 320. a) (=x; 1] L [4; œ); c) [-3; -1] L [1; 3]. 321.x=-1,x>1;b)x<-1, 


3<x<7;0) (a; 1 0|1-42; Oju (i; 1+42|, 0) (==; 2) U (2; 3). 322. a) 6; c) 1. 323. a) 2 taške 


(1; 0), = taške (2; 0). 324. a) 45”. 325. c) y =-3x — 6 ir y =-3x + 6; d) y =0,25x + 1. 326. a) 0,02; b) 0,02; 


5 


c) 0,4842 ; DŽ- 0,01 = 0,8560. 327. a) 1,002; b) 0,997; c) 5,01; d) 3,98. 328. a) 1,2; c) 1,06; 


V3n V3n 


d) 3% . 0,95. 329. a) 0,94; b) 1,08; c) 1,0006; d) 0,98. 330. ay ABB = 0,5151; c) de ¿E 0,4849. 
2 360 2 360 


331. a) E + E = 0,6006; c) 1 — 55 = 0,9651. 332. 6,4 km/h. 333. (6t — 4) rad/s; 20 rad/s. 334. 1) 2,8 rad/s; 


Ya 13 
2 


2)64 s. 335. 12t cm/s; a) 5 S; Dž s. 336. a) 0,04 N. 337. a) 65 g/cm; b) 125 g/cm. 340. a) 6 s; b) 18 m/s. 
3 


341.0<t <Š . 342. a) Didėja aibėje R; c) didėja aibėje R. 343. a) Mažėja intervaluose (—%; 0) ir (0; ee); 


c) didėja intervaluose (-<; 3) ir (3; œ). 344. a) Mažėja intervaluose (—%; 0], didėja intervale [0; co); 
c) mažėja intervale (—%; 0,3], didėja intervale [0,3; œ). 345. a) Didėja intervaluose (—%; -3] ir [3; 00), 
mažėja atkarpoje [-3; 3]; b) didėja intervaluose (—%; 0] ir [2; =), mažėja atkarpoje [0; 2]; c) didėja 
intervaluose (—%; —3] ir [1; œ), mažėja atkarpoje [-3; 1]; d) mažėja intervale (—x; <). 346. a) Kritinių 
taškų nėra; c) minimumas taške 3. 347. a) Maksimumas taške -3, minimumas taške 3; c) maksimumai 
taškuose —1 ir 1, minimumas taške 0. 348. a) Kritinių taškų nėra: c) x = -1 — minimumo taškas; 
x = 1 — maksimumo taškas, bet kuris intervalų (—o; -1) ir (1; =) sąjungos taškas x yra kritinis taškas, 


kuriame funkcija įgyja minimumą ir maksimumą. 349. a) Mažėja intervale (= 3], didėja 
4 
3 
intervale E =) ; minimumas taške 7 ; c) didėja intervaluose (—o; -2] ir [0; co), mažėja atkarpoje [-2; 
4 


01; maksimumas taške —-2, minimumas taške 0.350. a) Mažėja intervaluose (= 2) ir G i >) kritinių 


taškų nėra; c) mažėja intervaluose (—«x; 0) ir [3,2; œ), didėja intervale (0; 3,2]; maksimumas taške 3,2. 
351. a) Didėja intervale (—x; oo); b) didėja atkarpoje [0; 8] ir intervale [12; œ), mažėja intervale (—x; 0] 
ir atkarpoje [8; 12]; x = O ir x = 12 — minimumo taškai, x = 8 — maksimumo taškas; c) funkcijos 
grafikas nubraižytas 224 paveiksle; d) didėja intervaluose (—<x; 0] ir [2; œ), mažėja intervaluose [0; 1) 
ir (1; 2]; x = 0 — maksimumo taškas, x = 2 — minimumo taškas. 352. b) Didėja intervale (—x; 2,5), 


mažėja intervale [2,5; +); x = 2,5 — maksimumo taškas. 353. d) Mažėja intervale [= - 5) didéja in- 


tervale |-ž =} x =- — minimumo taškas. 354. a) Mažėja intervaluose (-+; -1] ir [1; œ), didėja 


y=3x2x? 


224 pav. 225 pav. 
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atkarpoje [-1; 1]; x = -1 — minimumo taškas, x = 1 — maksimumo 
taškas; b) funkcijos grafikas nubraižytas 225 paveiksle; c) didėja 
intervale (—%; œ). 355. a) Funkcijos grafikas nubraižytas 226 paveiksle; 
d) didėja intervale (—x; oo). 356. a) Funkcijos grafikas pavaizduotas 227 
paveiksle; b) didėja atkarpoje [-1; 3], mažėja intervaluose (-+; -1] ir [3; 
œ); x =-1 — minimumo taškas, x = 3 — maksimumo taškas, funkcijos 


grafikas pavaizduotas 228 paveiksle; c) didėja intervale [~ a mažėja 


4 
atkarpoje E 2h = $ — maksimumo taškas; d) didėja atkar- 


poje Ė - 2] ir intervale [0; œ), mažėja atkarpoje és ol; xs - — 


maksimumo taškas, x = 0 — minimumo taškas. 357. a) (-1; 2); c) Ø. 226 pav. 
1 
358. a) R; o 5 3) 359. a) Mažėja intervale (—œ%; œ); b) didėja intervale (—x; œ). 360. a) Didėja 


atkarpose SETARE n 27k ,keZ, mažėja atkarpose E eva past kalis, 
6 18 6 18 6 
: Aa n 2nk E E PT 
(keZ)— maksimumo taškai, x= A (keZ) — minimumo taškai; c) mažėja intervaluo- 


se (E + =, 2 + i keZ. 361. a) Didėja atkarpose E + 21k; 


A + 2mh | keZ, mažėja atkar- 


m 
4 
T , 57 T 2 r 3n 7 
pose | y + 27k; g3 +2nk |, keZ; x= A + 21%, (ke Z) — maksimumo taškai, x = Ep +21k (ke Z) — mi- 
: O T T 5n T A 
nimumo taškai; c) didėja atkarpose E + 2nk; 57 2m |- e 2rk; = 2mh | keZ, mažėja atkar- 


pose Ė 2m; E sork), E Team) keZ; x = ¿tm (neZ) — maksimumo taškai, 


x= E +21k ir x= 4 2nk (ke Z) — minimumo taškai. 362. b) Nurodymas.f(x)=cosx- 2<0 
su kiekvienu xe R. 363. a) min f(x) = f(-1) = F(1) = -16; max f(e)= f(0) =-9; b) min f(x) = f(2) = -25; 
max f(x) = f(3) = 0. 364. 1 s,7 m/s. 365. Nurodymas. Sakykime, A — trikampio aukštinė, R — 


[0; 3] 
apibrėžtojo skritulio spindulys. Įrodykite, kad S? = h*(2R — h). Po to galima ieškoti funkcijos S(h) 


227 pav. 228 pav. 


302 


229 pav. 


230 pav. 


maksimumo. Kadangi plotas maksimalus, kai maksima- 
lus jo kvadratas, tai patogiau ieškoti ploto kvadrato maksimumo. 
367. Dėmenys turi būti lygūs. 368. Bako aukštinė lygi 15 cm, 
o pagrindo kraštinės ilgis lygus 30 cm. Nurodymas. 
Išreikškite viso bako paviršiaus plotą šitaip: Sa) = a" + a (a — 
a 
pagrindo kraštinės ilgis, V — tūris) ir raskite funkcijos S(a) mi- 
nimumą. 369. Į tašką, esantį už 3 km nuo gyvenvietės ir už 12 km 
nuo gręžimo bokštui artimiausio plento taško. 371. a) x” = —4x; 


1 
ŽK = k d Asia ius dAs5 ss 
' 2 3 3 


wo = 1. 373. Bendroji sprendinio išraiška: a) y = A cos (5t + 
+ 9); c) y = A cos (0,5t + q). 374. a) 6x? + 6x — 2; c) —2. 375. b) —1; 
2 => p) > da E. 
(1 - 32) (10 -3x) (1 - 32) 
= Ž+107-1 
379. a) tioi -1, EO E 6 
4Jt(t +1) 200 dizl(=? + 1) 


5x? + 20 x; -3 


d) t + tt -t° — 1. 378. a) 


- 380. b) 27. 
64 


3 2 
-2 881. a) 2u Hous a ke 
2|x|( x! + 2) x X z 


-25, a)-20 25, 383. a) 12x — 12x? + 12x + 4; b) 3acx? + 
x 


y? ye 


+ 2(ad + bc)x + (ae + bd); c) 6x — 8; -8; 4; d) 150y* + 12y; 0; 138. 
9 D i Nea 4t? -3t + 2t 12 

O 0; = 

(2+x?)V2+x? 3-20 oj“ 8481 V11 


385. Je 3) 387. Didėja intervaluose (-»; -1) iy (-1; 0). 


384. a) 


388. Didėja intervale [-0,75; +), mažėja intervale (—œ; -0,75]. 


389. Didėja intervale |-ž >) mažėja intervale |-=; -3) 


231 pav. 
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390. Didėja intervaluose (—+; -2] ir [1; œ), mažėja atkarpoje [-2; 1]. 391. Didėja intervale E >) 


mažėja intervale ==; z] 392. Didėja intervaluose (—%; -1] ir [1; œ), mažėja intervaluose [-1; 0) ir (0; 


1]. 393. + = 0 — maksimumo taškas, didėja intervale (+; 0], mažėja intervale [0; œ). 394. Didėja 
intervale [1; ~), mažėja intervale (—o; -1]; ekstremumų nėra. 395. x = 0 — maksimumo taškas; didėja 
atkarpoje [-|r |; 0], mažėja atkarpoje [0; Ir |]. 398. Grafikas pavaizduotas 229 paveiksle. 403. Grafikas 
pavaizduotas 230 paveiksle. 406. a) a < 0; b >0; c<0 D< 00) a < 0; 


b<0;c<0;D>0.407. a)|-2; 1 5 ©) 1.408, a) | <=; Jo 5 ojo TA E 1409. a)x= 
3 2 2 317L3 


i 4 e CA [4 t 
= 0 — maksimumo taškas, x = da minimumo taškas; didėja intervaluose (-; 0] ir z >) mažėja 
4 
atkarpoje o Sh b) x = 0 — maksimumo taškas, x=+— — minimumo taškai, didėja atkarpo- 
i 1 dd 1 r E lų A 1 
je|-—; 0|ir intervale | —; = |, mažėja intervale|-—«; - — |ir atkarpoje|0; — |; c) grafikas pa- 
J2 J2 J2 J2 


vaizduotas 231 paveiksle; d) funkcija didėja aibėje R. 410. a) pa g(x)=g(0)=3; pinelx) = g(-1)= 


=-1; b) max g(x) = g(3) = 3; pin g(x)=g(2)=-1.411. a) min h(x) = h(-1) = -9; paxhl») = h(0) = 2; 


(1 3] 

b) pin h(x) = h(3) = -25; maxh(x) = h(1) = -5; 412. Kraštinė, esanti skersmenyje, 2 kartus ilgesnė už 
; 1,3 

kitą kraštinę. 413. 1: J2.414. Stačiakampis turi būti kvadratas. 415. Lygiakraštis. 416. a) 10 = 5 + 5; 

b) 8 = 4 + 4. 417. 4 cm. 418. -0,5. 419. Į atkarpos AB tašką, nutolusį nuo B per 1 km. 420. Sprendi- 


mas. S = 2nr? + 2nrh. Iš formulės V = nržh išreikškime A ir įrašykime gautąją reikšmę į S išraišką. 
Gausime: S(r) = 2nr? + 2yo Prilygine S'(r) = 4nr — 24 nuliui, randame V = 277°, t. y. r? = 8. Isitikiname, 
r r 


jog r = 2 — funkcijos S(r) minimumo taškas. Kadangi V = 2nr? = nr?h, tai h = 2r. 421. lul = 1,5 m/s. 
4t 100 , 
422. — m/s; === m/s’. 423. 1) 360 g; 5x g/cm; 2) 0; 60 g/cm. 425. 31 rad/s. 426. a) 45 m; 
V25- 41? (25-48) 


150 
b) 4 s; 90 m. 427. 0,041 cm”/s. 428. 17 m/min. 429. Kvadratas. 


III SKYRIUS 


4 $ 4 
434. a) 2,5x + C;c) 1 + C. 435. a) —cos x + C; c) -5 cos 5x + C. 437. a) A — 3; b) tg x — 1; c) —cos x + 4; 


1 2 3 1 
d) -2x + 11. 438. + 5; b) sin x - 1; 0) Z ava = 8; d) 2/x. 439. aT -9; b) —— 2; c) cos x + 6; 
pa x 


x 


; 2 3 hy? 
d)tgx-2. 440. a) > AC + 4 cos x + C; o) ŽE + be + C; d) SE +a + ew + C. 441. a) x 
x 


1 
-3 sin 3x + C; b)-Ž ctg 3x + C; oji 5x + C; d) -21 cos 3 +31 4 + C. 442. a) 2 Jar-2 +C; 


„2 
b)5V2x+7 +C; )-—2Ž—>+C; d)-£ (11 — 395 + C. 443. 1) 9; 250; 3) % 444. 122,375 m; 
5(5x —7) 9 19,6 4,9 


3 
9,77 m/s?, 445. 8R + R +3446. a) x(t) = t? -5+2 — 9; b) x(t) = 5t +i -2; c) x(t) = 3-2 sin t; 


2 
Vo 


304 


y=f(x) 


232 pav. 233 pav. 


d) x(t) = 3 cos t — 5t + 12. 447. a) 9; b) 1; c) 2; a) 7448. a)Ž;b2Ž.N urod y m as. Pirmykštė 


X aa (+2) ti 2 1 
funkcija patogu laikyti ; c¢)28—; d) —. 449. a); b) 1; c) 1; d) 0. 450. a) —;b) -2,5; c) 1,5; 
3 8“ 4 5 J3 
d) -2. 451. a) 0,9; b) 2; e) 2; d) 0,4. 452. a) 20; D Žio) 4,5; d) 2. 453. až; b) > Sprendimas. 


Iš lygties x? = x? randame funkcijų y = x? ir y = x? grafikų susikirtimo taškų abscises: x = O ir x = 1. 


yl 


1 1 ap! 
Ieškomasis plotas (232 pav.) lygus S = [x*dx - fx*dx a e a NON A ,c) 1; e .454. Išnag- 
0 0 


E ALE 
rinėkime kreivių y = Ax), y =0, x =a ir x = b apribota kreivinę trapecija (233 pav.). Ši kreivinė 


trapecija yra simetriška pradinei trapecijai, todėl jos plotas lygus pradinės trapecijos plotui. Kadangi 


b b b 
-Ax) — tolydžioji neneigiama funkcija, tai S = J(-f(x))dx. Iš čia S=-Ĵf(x)dx, t. y. f f(x)dx =- 


, 


455. [rajd = F(b)- F(a) ir INlejas+|Nlejis=Fe)- Fla)+ FL)-P(e)=F(6)- la) 457. (irta) = 


= (F(x)-F(a)) = F'(x)-0 = f(x). 458. Iš tikrųjų x(t) =| xo + jua] =0+o(t) (žr. 457 uždavinį) ir 


281 161 nr lor. 50r 2n T 
soja a + Juki = x + 05 5480. a) T EA did 2 461. 07 b) 11m; c)— Ti De 


(3R — H). 463. Z efi- cos) 464. — 5 nH (R? + Rr + r°), 465. a) 7x — D Cib) E + 2t - 


e 


462. 


—7x + C; d)-10 cos Ž+2 sin 6x + C. 466. 2 (3 + 2x)? +C; b- 7-3% +C;c) Lim tg 8x + C; 


d) -4 = T etg3z+ C.467.a) 2/x — 5; b) SLE 2; c) -2V3 - x +9; d) tgx -— 3.468. Pirmasis (10 vienetų). 
x+ x 


quel 1 1 2 
469. a)3;b) Y; c) 943; d) 2/3. 470. a) ; b) Zi c)2;d)5- Sprendimas. | 

20 2 E 2 š 1 (2x- 1) 
Sia 2 2 
px LAA y. ži 0,5dx E] L T zis 1 Lg y --2[5-1)-3(5- 
1 (2x-1) 1(2x-1)" i(2x-1f 4 h 2 2 ho 43 89 


x+1 -dr= 


1 
1+cos2nx 


2 ¡c)0.Sprendi- 


-1) = E 471.a)n; b)n. Nurodymas. Taikykite formule cos? nx = 
¡27 


12 
= 1 [-Ž (eos16x - cos 0) + 


ma . Įsin 3xcos5xdx = = (sin 8x -sin2x)dx= 3 geostra Z cos2+) 
20 


2 


0 
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1 
+ (cos42 - cos0)) = z(o = 0) =0;d)1,kaik=m;0,kaik+m. Nurodymas.sinkx sin mx= 5 (cos(k— 
1 
— m)x — cos(k + m)x) (kai k = m, nagrinėjamas reiškinys lygus 5 -Ž cos 2kx). 472. a) 2; b) 0,8; c) 3 


4 
Nurodymas. Is lygties + = 7 — 3x apskaičiuokite grafikų susikirtimo taškų abscises: x, = 1, x, = 2, 
x 


gea A d) 4,5. 473. a) L.» 2 
3 3 2n+1 


3 


:c) 9. 474. Žin 48,47; o5: y 475. a) Sakykime, F(x) — 
funkcijos Ax) pirmykštė funkcija, G(x) — funkcijos g(x) pirmykštė funkcija. Tada F(x) + G(x) — funkcijos 


b 
Ax) + glx) pirmykštė funkcija. Todėl |(/(+)+ els = (F(x)+ al) = F(b)+G(b) - F(a)- Gla) = 


5 b 
1 1 1 
= F(b) - F(a)+G(b)-G ofre Jės+ fale) x)dx; alis oa is rs i 
de kb+c 
+c)= FL = 2 z Sr(a t. 476. Pagal Niutono ir Leibnico formule visi tie integralai ly- 


k hare 


2 2 
gūs F(b) - Fla); čia F — funkcijos f pirmykštė funkcija. 477. „ož d) 2r?a?b. 
478. c) Nesunku įsitikinti, kad lygybė F'(x) = Ax) yra teisinga, kai x * 0; kai x = 0, tai F'(0)= 


2 -F 
= ti E = lim|a| = |0] = /(0). 479. a) Pagal Lagranžo formule TH-T = F(c)>0, nes 
x> x 1> -a 


b 
c € (a; b). Todėl F(b) - F(a) > 0, arba f f (x)dx > 0; b) remkitės ankstesnio uždavinio teiginiu ir lygybe 


Jelskis |/lojės flea) - Ais 


c) kadangi (F(x + T) - F(x)Y = Ax + T) - Ax) = 0, tai iš funkcijos pastovumo požymio išplaukia F(x + T) — 
— F(x) =C. Norėdami sužinoti konstantą C, į pastarąją lygybę įrašykime x = 0. Gausime: C = F(0 + T) — 
T 


-F (0)= f (y Ja y. Taigi su kiekvienu x teisinga lygybė F(x + T) - F(x) = [A fly )dy. Atskiru atveju, kai 


EARE 


x =q, iš čia gauname 


F(a +T)-F -TA f(y )dy = fr f(y) 
480. a) (F(x) - FEO! = Ax) - fx) El) = Ax) — fa) = 0. Todėl Fa) - F(-x) =0; Įrašę x = 0, surandame, 
kad C = 0. Taigi F(a) - F(-a) =0, arba Íf(s)dx= 0; bbnurodymas. Remdamiesi funkcijos 


pastovumo požymiu, įrodykite, kad F(x) F(x) =C. Kadangi C = F(0) +F(-0) = 2F(0),tai F(x) - F(-x) = 
= 2(F(x) - F(0)) su kiekvienu x, taigi ir su x = a; c)n u r o d y m a s. Remkitės 479 b) uždavinio teiginiu 
ir nelygybėmis f(x) < |fœ)l bei -f (x) < Ifœl. 


IV SKYRIUS 
482. a), c) Taip; b), d) ne. 483. a) 3; c) 3; 3 484. a) 11; c) -729; e) 21. 485. a) 10; c) 6; 
e) 6; g) 10. 486. a) 3; c) 3; e) 3; g) 2. 487. a) 2; b) 1; c) 1,25; d) 488. a) 8,4261; b) 3,6346; 
c) 2,2240; d) 2,1666; e) 1,2936; f) 1,3780; g) 1,4678; h) 1,3375. 489. a) Antrasis; c) pirmasis; 


e) pirmasis; g) antrasis. 490. a) Pirmasis didesnis; c) pirmasis didesnis; e) pirmasis didesnis; 
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g) pirmasis mazesnis. 491. a) 2,64; c) 1,70. 492. a) 2Ja; c) aYc; 
e) 20/2b; g) -2a3/4a?; Ls 493. a) V12; © V2; e) V2; 
g) Yaašbė; h) Y5ab”. 494. a) Š J3; © VT; e) Z V108; g) 24/250. 
495. a) WT; o) Ya”; e) Ee. a) YA; o) P e) V3; g) +2. 
497. a) +5 c) +2. 498. a) 25; c) 0. 499. a) 1; 16; b) 1; c) 64; 729; 


d) 46 656. 500. a) (== Y5) ova; =) e) (8; >); g) [0; 811. 


501. a) a < 0; c), d) su visais a; f) kai a = 0. 502. a) a; b) V-a; 


234 pav. s 
(1 - V?) 
d) -a; f) lal; h) 2a. 503. a) 2; c) 3; d) 4. 504. a) J3 —- J2; L. e) [Vo + 6 + Va), 
2 a? + aiB +1?) 
2) ——— 515505. a) -2; 2; c) 8; d) 11. 506. a) 3; b) 0; 0,4; e) 10; d) 5. 507. a) 3; b) Ø; 
PE 
10 2 
© Ø; d) 2. 508. a) (2; -1), (-1; 2); b) (2; 3), (2; -3); c) (4; 1), 5737 D 6 D, 0; 3), 3; 
8 
-1); (-1; -3). 509. a) (1; 9), (9; 1); b) (1; 64); (64; 1); c) (12; 4), (34; -30); lá ) 
Jis V 
4 8 a = > m 1 
-——; - — |, (2; -2),(-2; 2. 510. a)11?; c)37; e)53;g) 23; h)p B, 511. a)(32a)?; 
E) L 
1 
SA B 3 5 F 243 fa 
de) ; e)a; g)af; h)a?. 512. a) Į >n e) Ya’; gW/bTe". 513. a) 32; c) 3072; 
9 ! S i , 
e) 535? g) D . 514. a) 4V3; c) -F F A - 515. a) Antrasis; c) lygús; e) pirmasis; f) antrasis. 


516. a), b), ri e) = d), f) ne. 517. a) e c) [1; >); d) (-1; œ) 518. a) a >0;b) a > 0; 


3 ; 
¢) a = 0; d) a < 0; f) a = 0. 519. a) 12; c) 1,9. 520. ajz; b) } > d)2$/18. 521. a) a? — b05; 


1 E Vx +1 
Dia? 063 de - 2. 522. Va 
x2+4 


c) Va (Va - 1) e) dk N3- 45) 8) (Va + Vb [Va +1); w (2-1 ) 524. a) Grafikas pavaiz- 


4 
duotas 234 paveiksle. 525. a) 1; b) 81; d) 54; f) 93; h) E 526. a) Antrasis; c) pirmasis. 527. a) a; 


¡Dn E al a a) V3ĮV3 +1) 


0 al e) aš; gra” +1; h) lx - y*l. 528. a) (0; 00); c) 1; D) (0; 1); h) (<>; 2). 529. d) 53,9510 


5+ 22 


ir 53,9634; 10% = 53,96. 530. a) 3; c) -0,5; e) 6; g) -0,5. 531. a) 0; c) 


= 


532. a) 2; 017 e) -2; 3; p == . 533. a) 3; c) 1. 534. a) 1; 2; c) 2. 535. a) (- El œ); c) (-oo: 2); 
13 


35€) 4; g) 4. 


e) (—%; 2); g) (0; œ). 536. a) [0; œ); c) (~œ; -1); e) (0; œ); g) (oo; -1). 537. a) (-2; 3); c) (oo; -2]U[3; 
œ); e) (-0,5; 00); o >) 538. a) (1; 3); c) (1; œ). 539. a) (—o; -3)u(1; œ); c) (—; -7,5)U(-0,5; 


00). 540. a) g(1) = Ž > E@ = D) = R; ogl4)--L:; E(g) = D(g) = (==; 0)U(0; =); g) ao = 5: 
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del = Dig) = gi œ). 544. a) 2; c) 4; e) -3; g) 0. 545. a) log,¿ 2 = 


=ž; ; c) log, 7 = =; e) log,, 9 = 5 g) log,, 27 = — 548, a) 7; c) 11. 


1 
549. a) 25; c) a 8; g) 216. 550. a) 3; c) 2. 551. afi: c) 9. 
49 
552. a) 4; c) 729. 553. a) (5; œ); c) (-1,5; œ); e) (-3; 3); g) (-2; 


3). 554. a) (-1; 2); c) 2, 3) 555. d) Grafikas pavaizduo- 


tas 235 paveiksle. 556. a) 2a + b; b) b — a; c) 3a + 2b; d)1 + 


2 
+a+b. 557. a) 2+4log,ja|+ Š log, b; Cc 5 log, a +2 2 og, b; 


15 


2 
d) -2 log, lal + log, b. 558. 3-3 ge - žig d;c) 1+ 


1 
+ y 18P - lg q. 559. a) 1; c) 4; d) 3; e) -1; g) 2. 561. a) 12; 


c) 3. 562. a) 2; c) 2. 563. a) Pirmasis; c) antrasis. 564. a) 1 + y =108 Y 

+ log, 5 = 3,3219; c) log, 0,7 = -0,1623; e) 9; g) 0,01. 565. a) 2; 

0) 65. 566. a) 2_“£21 0,046; b) 4 — log, 3 = 4,683; 235 pav. 
e)+/10g,7; /log,7 = 1,100. 567. a) (9; =); e) (0; 0,16807); d) (25; œ). 568. a) (—<o; x,), x, = log, 5= 
= 1,465; b) (x,; o) x, = log,, 11 = -10,746; c) (x,; œ) xo RO = 2,334; d) (x; œ) x,= 


- log, , 12 = 4,064. 569. b) (-3; 1); d) (0; 1). 570. a) (0; 0,001)0(10; co); c) (~>; 1]. 571. a) log, 5; 
c) log, 10; 572. aZ ig a — lg b; 0) 3/2 lga+2 180.573. a) 15; o$; e) 10; 0,1; g) 25; 0,2. 
574. a) 100; 0,01; c) 8; 0,5. 575. a) 100; 105; c) 2. 576. a) (2; 5); (5; 2); c) (6; 8); (8; 6). 577. a) (1; 


2); (2; 1); c) (4,5; 0,5). 578. a) (27; 4); (5 -3) c) (16; 20). 579. a) E + Tk; 5.20) (Z+ ax 


21-5) k, leZ; i E -mkaal) [Genes ¿mn k, leZ. 580. a) 1,0986; 


1, 
c) 3,8501. 581. a) 3e**; c) 2x0” e) = 56 


ių 


1 Ž 
-213e***; g)-1n1,7-1,7*. 582. a) 2 (In 2 cos x — sin x); 


ea „6(n3-1n2)+15“(In3-185) -0,3*|2x1n 0,3 + Væ In0,3+1) 


c) (3x? - x%)e*; e =i 


(1? +1) (2* + 5) i 2x (Ve + 05) 


583. a) Didėja intervale (-«; 1], mažėja intervale [1; +); b) mažėja intervale (—œ; -0,2], didėja 


intervale [-0,2; œ); c) mažėja intervaluose (—œ%; 0] r i >) didéja atkarpoje [o a 
n n 


d) mažėja intervaluose (-o; 0] ir pe JS co |, didėja atkarpoje | 0; B ; taške 0 funkcija 
In0,7' In0,7 


iais J 4 

turi minimumą, o ae ae an maksimumą | --—— = 11,21 |. 584. a) y= x + 1; b y=3+ 
n0,7 In 0,7 

2. x 5, 2x 5-7x 

0,9" 56" +C; aé Nor mE 2 

In09  In5,6 2 71n12 


2 
175 9595; 02 2705; 587. a) e - 1 = 1,718; o Seto 1476 588. 2 
n2 T 2 


y 


+ 3ln 3x — 1). 585. a +C; b) Ter+ C; d) 


o ; 1 2 1-Inx. Jas 1)- 2a(5+31)In(5+3. 
aran * zmn? p ; h) (1 + 3 In x). 589. a) b 


> 
x? 


(5+ 3x)(x? + 1) 


lge. d 2lge+lgx 


e) —— == 
xIn10 x 24x 


+ln3-1;c) y =lge(x- 1) d)y=2+ 


590. a) y = x - 1; b) y = Či 


1 
91n3 


žėja intervale (0; e`], didėja intervale [e”!; œ); taške e funk- 


(x-9). 591. a) ma- 


cija igyja minimuma; b) funkcijos grafikas pavaizduotas 236 


paveiksle; didėja intervaluose (0; e?) ir [1; co), mažėja atkar- 
236 pav. poje [e-?; 11; d) mažėja intervaluose (0; 1) ir (1; el, didėja inter- 


vale [e; oo); taške e funkcija įgyja minimumą. 592. a) In lx + 51; 9Žin 17x + 11. 593. a) In 7= 


= 1,946; c) 0,5 In 5 = 0,805. 594. a) In 3 = 1,099; c) In 5 — In 2 = 0,916. 595. a) f'(x) = J32; 


1 
b) g'(x) = Li E grafikas pavaizduotas 237 paveiksle; c) u(x) = —ex*; grafikas pavaizduotas 238 


T 
paveiksle; d) v(x) = 0102 599. a) 2740; „das +C;d) 3 Inlx1 + C. 600. a) 1 
3,7 2 Y2 +1 
1 
= 4/2 -1; c) 5; d) In2 -Ž (VB 12-20") 604. "22. 605. 9 min. 606. T 3,322 h. 


Inm-1Inn 
f(x + Ax)- f(x) 
123 


607. = 0,06395. 608. Sprendimas. Tarkime, kad f'(0) = a. Tada f'(x)= lim 


Ax)- 0 Ax)- f(0 

= ji Lea FAO) = fis) jim LEO) = f(x)f'(0) = af(x). Todėl Ax) = Cer; čia C — kons- 

tanta. Kadangi f(0) = Ce“? = C, tai C?= C - C = f(0) - f0) = F(0 + 0) = C, arba C? = C. Iš čia 

C = 0 arba C = 1. Taigi f(x) = e“ arba f(x) = O. Patikrine įsitikiname, kad su visais x, ir 
101g2 


x, funkcijos y = e” ir y = 0 tenkina lygybę f(x, + x)= f(x Df) OB g“ 081 (min). 
101g2 2 S : ; : 
610. 181,25 = 31,06 (min). 611. 500e* = 3,37 (m/min). 612. Grafikas pavaizduotas 239 paveiksle. 


21g0,3 


= -0,2849. 615. a)-1; 3; ; €)-1; 2; d)-5; 2. 616. a)0,5; 
6lg5 + 1605 E 6 a)-1; 3; b)-e; c) d)-5 a) 


614. a) log, 7 = 1,7712; d) 
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Ž 8 

b)In 3 = 1,0986; a) 249647 p -2076. 617. b) T; d)7- 
T 

618. b) 0,09; c) 5; d) /2.619. a) (-1) 67 nk, keZ; b) 3; 
T 

c) 0,5; d) V2; 4. 620. a) nk, keZ; b) +3 + 2mk, keZ; c) 0; 

4(3-a) 


d) log,,2 = 0,7565. 621. a) log, 2= 0,2891; b) An 


622. a) (1; 3); b) (0; 0,5)0(1; 1,5); c) (1; œ); d) (1; 2). 623. a) (e?; 
œ); c) (0; e) 624. a) (-o; 0]; c) (~œ; 2). 625. a) (x; >), 


2-1log, , 7 
ee — a -0,5557; d) (0; co). 627. a) J06; b) 4; 0) 3; 


d) 1,5; 3. 628. a) 13; b) g7; 3; 0) 6; d) 0,01; 0,001. 629. a) 0,25; 
4; b) 552%; c) 0,1; 100; d) 0,2; 125. 630. a) 2;b) 5 T e) Ti 
d) V10; 100. 631. a) (ceo; 1); c) (1; =). 632. a) (2,8; 3); b) (-0,5; 
-0,255); c) (0,382; 0,4); d) (oo; -32). 633. a) (1; œ); b) (0; 1); 
c) (1; œ); d) (0; 1). 634. a) (-1; 3); b) (e”!; e?); c) (0; 0, DOC; 
100); d) (1-45; -Ju(a; 1+45) 635. a) (l; =); c)(=o; 
4). 636. a) (œ; —1)u(3; œ); b) (-2; 3); c) R; d) (o; -3Ju(-3; 


œ). 637. a|-Ž; 2) b) visų intervalų (214; n + 2nk), kai keZ, 


sąjunga; c) visų intervalų -z + 2nk; 2 + 274) kai keZ, sajun- 


239pav. 


ga; d) (-—; OJU(0; œ) 638. a) -4,6757; b) -1,5662; c) 0,8736; 
d) 1,0649. 639. a) 1,112; c) 3,248; d) 23,14. 640. a), b), d) Pirmasis; c) antrasis. 641. a) 9e%; 


2*(In 2 3 
e) Bert 642, a) 4 ka 55% 0) 10 la 900%, pini a) AAA), y de Vx. 
a cos” x ij cos? x 
dx + sin 2x 25 ((4* + 3)in 2 1247) 51n3-3** 
UA ——z;7———. 644. a) cosxe“"; b) —sinxe““*; C)——5——; 
4xJx sin? x id +3) cos” x 
-2 1n 7.7% 4lge 1 
SAEZ B 646. 31? 1 2 b  3*(In3- 21 
7 a) E 3 Mao a) 3x’ lnx + x% b 3(In3-In(5x)+ >) 
xcosxIn(7x)-sinx 2Jx +6- Vx In(2x) 2 3x? Vx +2 
c) S“ d) —— 3 > 647. a) ctg x; LRT "Sa 
xIn“7x 2alVx +3] sine?  Je(x? +4/% +5)I011 
Ige(3 cos3x + 2* In 2) 
d) . 648. a) y = 2x + 1; b) y= 10(ln 10 -x + 1 — ln 10) c) y = 2x- 1; d) y= 


sin 3x +2* 


= 3x lge — lge. 649. a) Mažėja intervale (0; 1], didėja intervale [1; =); b) didėja atkarpose 


3n 


3n 
Ė E uE 2z (keZ), mažėja atkarpose Es +2nk, — T sar (keZ), taškuose E + 21k 
4 


(keZ) funkcija turi maksimumus, o taskuose -7 jork eZ — minimumus; d) didėja atkarpoje 


2 „AS si 
[o 4 5 ir intervale [1; =), mažėja atkarpoje £ In2; | | In2 E) 650. a) Mažėja in- 


tervaluose (0; e`] ir [e; œ), didėja atkarpoje [e”*; el; b) didė- 


3n 

ja intervaluose Ė + Es mh) ir (3 + mk -Z + nk 
2 2 4 

(keZ), mažėja atkarpose e + Tk; qe "| (ke Z); funkcija tu- 


s : 2 r 222 z 
ri maksimumus taškuose = a nk (keZ), minimumus taš- 


kuose qee (keZ); c) mažėja intervaluose (0; 1] ir [e?; =), 


didėja atkarpoje [1; e?]; taške 1 funkcija turi minimumą, o 


taške e? — maksimumą; d) didėja intervaluose (0; e-!] ir [e; co), 


mažėja atkarpoje [e-!;e]. 651. a) Mažėja intervaluose (0; 1] ir 
240 pav. [4; œ), didėja atkarpoje [1; 4]; b) funkcijos grafikas pavaiz- 

duotas 240 paveiksle; c) didėja intervale (-<; 3], mažėja in- 

tervale [3; œ); taške 3 funkcija turi maksimumą. Kritinis taškas 0 nėra ekstremumo taš- 
kas; d) didėja intervale (~œ; -1] ir atkarpoje [0; 1], mažėja atkarpoje [-1; 0] ir intervale [1; =). 


652. a) In Ix +71 + C; b) 0,6 In l5x + 11 + C; c) -2,5 ln 13- 2x1 + C; d) -0,8 In 17 - 5x1 + 
n+1 

+0 air 0 a 

n+l 3 

= 0,6486; c) In 2 - In 3 = -0,4055; d) 0,5 In 5 = 0,8047. 655. a) In5= 1,6094; b) 3 - 3 In2 = 

= 0,9206; c) 6 - 2 In 3 = 3,8028; d) 4 - 3 In 3 = 0,7042. 


1 10 
+ C. 653. a) < In Ix! + C;b)0,7x7 +C; c)10Yx +C; d) 


SUNKESNI UŽDAVINIAI 


656. Nurodymas. Remkitės tuo, kad, dalijant skaičius iš q, galima gauti q — 1 skirtingų, 
nelygių 0, liekanų. Todėl, verčiant racionalųjį skaičių p begaline dešimtaine trupmena, dalybos 
liekanos, taigi ir dalmens skaitmenys periodiškai kartosis (periodo skaitmenų skaičius ne didesnis 


už q-1) 657. Nurodymas. Sakykime, kad p — liekana, nuo kurios pradedant, kai 


m padalijama iš n, dalmenyje gaunami tik devynetai. Tada 1 >? >1- 10“ su kiekvienu 


n 
natūraliuoju A. 658. Nurodymas. Begalinė dešimtainė periodinė trupmena gaunama prie 


baigtinės dešimtainės trupmenos pridėjus sumą nykstamosios geometrinės progresijos, kurios 
vardiklis 10* (k — periodo skaitmenų skaičius). 659. Sakykime, k — tos trupmenos periodo 
skaitmenų skaičius. Išnagrinėkime A skaitmenų, pradedant skaitmeniu, esančiu po A-tojo dvejeto. 


Visi tie skaitmenys yra septynetai, todėl tos trupmenos periodas turi būti lygus 77-77 , tačiau 


kskaitmenų 
tai neteisinga, ne visi kiti skaitmenys turi būti septynetai. 660. a) Sakykime, kad Y3 „2. čia 
q 
3 
p 


3 


q 


p<Z, geN, Po nesuprastinama trupmena. Tada 3 = — t. y. p? = 3q?. Išeina, kad p dalijasi iš 3. 
q 


Į lygybę p’ = 3q? įrašę p = 3m, gauname 27m* = 3q?, t. y. 9m* = q?. Iš pastarosios lygties aišku, 
kad q dalijasi iš 3. Tai prieštarauja prielaidai, kad trupmena 2 yra nesuprastinama; e) sakykime 
q 


priešingai: lg 43 = B. Kadangi lg 43 > 0, tai galima tarti, kad p ir q — natūralieji skaičiai. Iš 
q 
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P 


lygybės lg 43 an gauname 10“ =43, Iš čia 10” = 43%. Šita lygybė klaidinga: jos kairioji pusė 
dalijasi iš 5, o dešinioji — ne. 661. a) Sakykime, /3 + /5 =r — racionalusis skaičius. Tada 3 + 
+243 -V5 +5=r?. Iš čia Vi5 = LB Tačiau tai prieštarauja teiginiui, kad V15 — iracionalusis 
skaičius. c) Jei Ya + J3 + J =r — racionalusis skaičius, tai J =p A O ET Iščia5= r? + 2+ 
+3-2rV2 -2rJ3 +246, r? -2rJ3 =2r 42-26. Todėl r“ +1277 —4r*J3 = 8r* +24 -16r4/3 ir 
ri+4r?-24= (4r* 2 16r 3. Iš čia išeina, kad J3 — racionalusis skaičius (nes 4r — 16r > 0). 
664. Nurodymas. a) Iš pradžių panaikinkite Y3; b) pirmiausia skaitiklį ir vardiklį 
padauginkite iš J2 + /3 - v5; c) remkitės 663 d) uždavinio rezultatu. 666. Sakykime, kad J2, 


J3 ir 5 yra atitinkamai (m + 1)-asis, (n + 1)-asis ir (p + 1)-asis geometrinės L narys. 


Jei b, > O ir q > 0 — geometrinės progresijos pirmasis narys ir vardiklis, tai 2=bžą*", 3=bfg”", 
OS a e kia ABN 
=bžą?P. Iš čia Ž= ( El i p) i ES Es Žž Na-p ir 27- . 5m-n = 3in-p+im-n), 
THR pTi Es 3 5 A 


Jei q < 1, tai lygybės abi pusės yra natúralieji skaičiai (nes m > n > p). Be to, kairioji pu- 
sė dalijasi iš 2, dešinioji — ne. Tai prieštarauja teoremai apie natūraliojo skaičiaus skaidi- 
nio pirminiais dauginamaisiais vienatį. Jei q > 1, tai paskutinę lygybę perrašome taip: 29757 = 
= 37". 668. a) 6; b) 3 -Ja. c) J5. 669. Kai n pakankamai didelis, o e > 0, teisingos nelygybės 
A-e<a <A+re, A-e<c,<A+e betb <c <A+eirb,>0,>A-e,t. y A-e<b,< 


< A + e. Iš čia lb, - Al < e. 670. b) Pasirenkame e > 0. Tada, kai n pakankamai didelis, 
nykstanti seka (a,) tenkina nelygybe lanl < Su tomis pačiomis n reikšmėmis turime: 


la, a, |< TY =g. 671. Nurodymas. Pirmiausia įrodykite, kad konverguojanti seka yra 


| 
aprėžta. Paskui, pavyzdžiui, sandaugos teorema įrodome taip: a, = A + 0,,b,=B+ P,; kai A ir 
B — sekų a, ir b, ribos, œ, ir B, — nykstančios sekos. Todėl a,b, = (A + 0, (B + B) = œB, + AP, + 
+ Bo, + AB. Kadangi 0,P, + AB, + Ba, — nykstanti seka (žr. 670 a) ir b) uždavinį), tai, remian- 
tis 670 c) uždaviniu, lim(a,b, ) = AB. 674. a) 0; b) 4. 676. a)Ž; b) 2. 6717. S prendi- 


m a s. Tarkime, kad limx, =A, ir įrodykime, jog, nors ir koks būtų £ > 0, galima rasti tokį 
pa lx, +x2+.+ 
numerį N, kad visi n > N tenkintų nelygybę AA 


- A <£. Pirmiausia randame numerį 


lx + XX, 


Nis kad nelygybė |x, -A| r būtų teisinga, kai k > N,. Jei n > N, ta 5 -Å = 
| 
a (ai - A) + (x3 - Aj+..+(x,, -4) < i + kt. AN, -MA n-N, E Be to, a E Ka 
n | | n | n 2 n 2 2 
f ER Ay NA i PH : 
dangi lim ! =0, tai yra toks skaičius N,N >N, kad nelygybė 
ne n 
ES T Xot.. tXy, AA lx, + Xat.. +X, ES + X2+.+X y, - NA 


As| 


<3 £ teisinga, kai n >N. Vadinasi, > 


n n 


€ 

a a a 679. Nurodymas. Taikykite lygybę sin ((k + 1)x) = sin (kx) cos x + 
+ sin x cos (kx). 680. b) N u r o d y m a s. Skaičių 3%*? + 2**! pažymėkime B,. Tada B, = 16B,+ 
+ 11 - 37+ dalijasi iš 11, kai iš 11 dalijasi skaičius B,. 681. Iš pradžių reikia parodyti, kad n 


+1 
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taškų, esančių tiesėje, dalija tiesę į n + 1 dalių. Toliau: a) su n = 1 teiginys teisingas, nes 


1+ = =2 ir viena tiesė dalija plokštumą į 2 dalis; b) tarkime, kad teiginys teisingas, kai n = k, 


k(k +1) 
2 


teisingas su n = k + 1. Parenkame vieną iš k + 1 tiesių; toliau ją laikysime (k + 1)-aja. Pagal 


t. y. k tiesių dalija plokštumą ne daugiau kaip į 1+ dalių. Irodysime, kad teiginys 


k+1 
indukcijos prielaidą k likusių tiesių padalys plokštumą ne daugiau kaip į Thae dalių; 
(k + 1)-toji tiesė kirs kai kurias iš A likusių tiesių ir todėl susikirtimo taškai ją padalys ne 


daugiau kaip į (k + 1) dalių. Kiekviena iš gautųjų tiesės dalių padalys vieną iš buvusių plokštumos 


k(k+1 
dalių į dvi, t. y. prie buvusių ne daugiau kaip paa plokštumos dalių dar prisidės ne 


daugiau kaip k + 1 dalis. Iš viso gausime ne daugiau kaip 1+ seg +(k+1)=1+ EA 
(dalių). 682. Kai n = 1, teiginys yra teisingas, nes plokštuma dalija erdvę į dvi dalis ir 
(n+ 1)(n? -n+ 6) 
6 
teisingas, kai n = k + 1. Pasirinkime vieną plokštumą ir išnagrinėkime jos ir kitų A plokštumų 


= 2, kai n = 1. Sakykime, kad teiginys teisingas, kai n = k. Įrodysime, kad jis 


susikirtimo tieses. Tokių tiesių yra ne daugiau kaip k. Pagal 681 uždavinį jos dalija pasirinktą 


2 
plokštumą ne daugiau kaip į Eott dalių. Pagal prielaidą kitos k plokštumų dalija erdvę ne 


(k+1)(k?-k+6) 
AA 


daugiau kaip į dalių. Pasirinktos plokštumos kiekviena dalis dalija vieną nag- 


(K+ (k? -k+6) 


rinėjamos erdvės dalį į dvi. Iš viso gauname ne daugiau kaip 3 


2 k+2)Jk?+k+6 Mín? -n+6 
¿E LA Ši J 6 ) dalių. Tai sutampa su reiškinio Ua Užas 


reikšme, kai 


n= k +1. 683. Nurodymas. Jei k — bet kuris natūralusis skaičius, tai 271 + 


1 A A: i E 
Hat >g t gatet g 684. 0. 685. Nurodymas. fl) -F0 _ 
A io 


x-0 
31 1 2% dėmenų 
= =— Šita funkcija neturi ribos, kai x artėja prie nulio. 686. Reikia tašką (o; x ) su- 


x x. 
Xo 


jungti su abscisių ašies tašku (e, o) 687.a>0,b>0,c<0, D > 0. Jei parabolės šakos 


nukreiptos aukštyn, tai a > 0, jei žemyn, — tai a < 0. Koeficiento b ženklas nustatomas iš 


b 
formulės x; = EA (x, — parabolės viršūnės abscisė). Koeficiento c ženklas nustatomas iš lygybės 
a 
c = y(0). Diskriminanto D ženklas priklauso nuo parabolės ir abscisių ašies susikirtimo taškų 
skaičiaus: jei yra du susikirtimo taškai, tai D > 0; jei vienas (t. y. parabolė liečia ašį), tai D = 0; 
1 1 
(x-27" (x-1)" 


8 a) Ax) = b arba Ax) = x; b) Ax) = x arba Ax) = b - x. 690. a) x, 


jei susikirtimo taškų nėra, tai D < 0. 688. (-1)". 5 | Nurodymas. 


1 = > 1 
x -3x4+2 x-2 x- 


kai n — lyginis; 3 — x, kai n — nelyginis. Apibrėžimo sritis — aibė R; b) x, kai n — lyginis, r 
x 
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kai n — nelyginis. Apibrėžimo sritis (kad ir koks būtų n) — visų nelygių nuliui realiųjų skaičių 


dea kai is 3k, L kai nc L“ Aia nak EDS ls o e, deal 

5 ` š 1 ax+b : 

n = 1, ir D(f,) = (~=; O)U(0; 1)U(1; œ), kai n > 2. 691. Taip. 692. a) —, a + 0; b) x arba — (kai 
ax cx-a 


bc + -a?). 696. Nurodymas. Su pakankamai didelėmis teigiamomis x reikšmėmis kairioji 
lygties pusė teigiama, o su pakankamai didelio modulio neigiamomis x reikšmėmis ta lygties 


pusė neigiama. 697. Tiesės, kuri eina per parabolės tašką (x,; y,) ir kurios krypties koeficien- 


tas k, lygtis yra y = y, + k(x — x,); čia Yo =ax, +bx,+c. Šitos tiesės ir parabolės bendrų taškų 
abscisės randamos iš lygties ax? + bx + c = y, + k(x- x,). Ši kvadratinė lygtis turi vieną šaknį, 
kai diskriminantas lygus nuliui. Vadinasi, tada, kai k = 2ax, + b = y'(x,). 699. Aibė M, — 
parabolės y = x? „vidus“, M, — parabolė, M, — parabolės „išorė“, M, — tuščioji aibė, kai k > 3. 
701. Taikykite matematinės indukcijos metodą ir Lagranžo teoremą (iš Lagranžo teoremos išplau- 
kia, kad tarp dviejų daugianario šaknų yra to daugianario išvestinės šaknis). 702. Sakyki- 
me, kad daugianaris P(x) reikšmę A įgyja p kartų (p >n). Tada daugianaris P(x)- A yra n-to- 
jo laipsnio ir turi daugiau negu n šaknų. Tai prieštarauja ankstesniame uždavinyje įrody- 
tam teiginiui. 703. a) Jei R(x,) = C, tai x, — šaknis daugianario, kurio laipsnis ne aukštesnis 
už k, nes plx,)- Cq(x,) = 0 ir plx) - Cq(x) ne aukštesnio už k laipsnio. 704. a) Funkciją Ax) = 


= sin x pažymėkime raide f. Tada pagal atvirkštinės funkcijos išvestinės formulę arcsin' x = 


1 1 


ŽAS x a ; T_T 4 ` 
. Kadangi sin(arcsin x)= x ir arcsin xe) 7; z] tai cos(arcsin x) 


e: "(arcsin x) jo cos(arcsin x) 2 
=V1-x* (intervale e > kosinusas yra neneigiamas). Taigi arcsin’ x =>===;b) kaip ir 
2 2 v1-x? 
IS r 1 1 T ; E 
a) uždavinyje arccos’ x = —— = ———— (kadangi intervale [0; n] sinusas neneigiamas, 


-sin(arccos x) | Jį — „2 


tai sin(arccos x) = V1- x" ) c) kaip ir a) uždavinyje arctg’ x = cos? (arctg x). Kadangi tg(arctg x) = 


Da 1 1 S ; 1 ; 
= x, tai cos” (arctg x) = 1+ tg?(arctgx) TE - Taigi arctg’ x = L 705. Sprendimas. 


: D ya š 1 
Suma arcsinx + arccosx pažymėkime u(x). Tada u(x) = arcsin x + arccos’ x=- + 


i vl-x? 


+ E =0. Vadinasi, u(x) = C, C — konstanta. Norint surasti konstantą C, pakanka apskai- 
l-x 


čiuoti u(0). Turime C = u(0) = arcsin 0 + arccos 0 = 0 + Ž = = Įrodymas baigiamas patikrinant, 


ar ta lygybė teisinga taškuose x = + 1. 706. f(x) = Pl) Šias + f(x) I pirmasis dėmuo — 


lyginė funkcija, antrasis — nelyginė. 707. a) T > 2;b) T =3, T> T 


kai T, = 65 e). T> T. 


07 


kai T, = 4,4. 708. Negalima papildyti iki lyg. funkc. 164 pav. ir iki nelyg. funkc. 163 bei 164 pav. 


709. a) Taip (pvz., Dirichlė funkcija. Jos reikšmė lygi 1, kai x — racionalusis, ir 0, kai x — 
iracionalusis); b) ne, nes V2 ir 1 - J2 turėtų būti funkcijos periodai, o jų suma 1 — ne. 
710. a) n — bet koks; b) n — lyginis; c) tokių n nėra. 711. a) Nurodymas. Funkcija įgyja 


reikšmę 1 tik viename taške — taške 0. b) N ur o d y mas. Funkcija įgyja reikšmę 2 


21. 1046 
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tik viename taške — 0. d) Nurodymas. „Atstumas“ tarp dviejų gretimų nulių x, = nžk? 
ir x,= Tk +1) didesnis už kiekvieną teigiamą T, kai k pakankamai didelis: x, - x, = n(2k + 


f T-r? x a SA 
+ 1)> T, kai k> 3 dl . 712. N urod y m a s. Remkitės tuo, kad visoje skaičių 
n 


tiesėje apibrėžta tolydi periodinė funkcija įgyja didžiausią (arba mažiausią) reikšmę. 
713. Sprendimas. (sin 47° + sin 619) — (sin 11° + sin 25°) = 2 sin 54° cos 7° — 2 sin 18° cos 7° = 


4sin 18° cos18° cos36° cos7?. 2sin 36° cos36° _ cos7>. Sin 72 


= 4 cos 7° sin 189 cos 36° = cos 7° - = os7 A 
cos18 cos18 sin 72 
ol zal 
sin—nxsin =(n + 1)x 
= cos 7%. 714.a) —2 2 _ Nurod y mas. Kiekvieną dėmenį padauginkite ir 


sin 0,5x 
padalykite iš sin 0,5x ir pritaikykite sinusų sandaugos keitimo kosinusų skirtumu formulę. 


sin 2nx cos(2n - 1)x 


b) „Nurodymas. Kiekvieną dėmenį padauginkite ir padalykite iš 


sin 2x 


sin 2x. 715. Nurodymas. Kadangi sin A = sin (n- B- C) = sin B cos C + cos B sin C, 


sinA sinB sinC 


tai iš lygybių R,“ gauname a = bcos C + c cos B. Analogiškai b = a cos C + 
a c 
+ c cos Air c = a cos B+ b cos A. Dabar pirmą gautą lygybę reikia padauginti iš a, antrą — 
iš —b, trečią — iš —c ir visas tris sudėti. 717. N u rod y m a s. Remkitės sinusų teo- 
285 I-is 
rema 718. Nurodymas. Taikykite formules BAA — A srme E ir 
1+ tg? 2 1+tg? E 


x 1-cosx 
tgz == 
2 sinx 


ir padalykite iš sin 20° ir triskart pritaikykite dvigubo argumento sinuso formule. 720. a) Fik- 


„719.a) Nurodymas. cos 60” pakeiskite (5) po to gautą reiškinį padauginkite 


suojame tašką x,. Kūnui judant iš taško su koordinate x, į tašką, kurio koordinatė x, atliekamas 


darbas lygus roja; f(x) — kūną veikianti jėga. Antra vertus, šitas darbas lygus u(x,) — u(x) (tai 


xo 


x X 
žinote iš fizikos kurso). Taigi u(x,) — u(x) = Í f(e)dz. Todėl (u(x,) - u(x)Y = | f(2)dz , t. y. -u (x)= 


Xó 
= f(x). Pagal Niutono dėsnį f(x) = malx), t. y. mx”(t) = —u(x). 721. Sprendimas. Pagal 


z mx”? (t) 


sudėtinės funkcijos išvestinės formulę gauname: E'(t) + (ulx(t)YY = mx'(t)x” (t) + 


+ u(x)x'(t) = X (t) (mx“(t)- f(x) = x(t):0=0. 724. Nurodymas. Pasirinkime bet kurį tos 
lygties sprendinį x(t) ir tarkime, kad x(0) = x,, x'(0) = v, Iš 723 uždavinio išplaukia, jog nag- 
rinėjama diferencialinė lygtis turi sprendinį x,(t) = A cos (œt + q), tenkinantį anksčiau nurodytas 
pradines sąlygas. Tada x,(t) = x(t)- x,(t) — taip pat tos lygties sprendinys (žr. 722 uždavinį) su 
pradiniais duomenimis x,(0)= 0, x5(0)=0 ir, remiantis 721 uždaviniu, šio judėjimo pilnutinė 
mx; (t) mo?xz(t) 
2 ls 2 
ti, kad suma x,(t)+ x,(t) tenkina diferencialinę lygtį x"(t) = —oéx(t), t. y. kad (x (t) + x,(0)"= 


energija lygi 0: =0. Iš čia x,(t) = 0. 727. Nurodymas. Pakanka įrody- 


= -w(x (t) + x(t). 729. Nurodymas. Patikrinkite, ar formulė teisinga šioms funkci- 


gM? 


2772 
joms: y=1,y=x,y=x?* ir y = AV. 730. RH g 
6m? 1 


(g — laisvo kritimo pagreitis). 731. 
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Sprendimas. Sunkio jėgai nugalėti atliktas darbas ly- 
gus smėlio potencinės energijos pokyčiui. Nupjautinio kūgio, ku- 
rio aukštinė Ax ir kurį riboja su pagrindu lygiagrečios plokštumos, 
nutolusios nuo jo per atstumą x ir x + Ax, tūris lygus (dydžio Ax? 
eilės tikslumu) S(x)Ax; S(x) — plotas pjūvio, gauto perkirtus kū- 
gi plokštuma, lygiagrečia su pagrindu ir nutolusia atstumu x 


nuo pagrindo. Nupjautiniame kūgyje esančio smėlio potencinė 
energija lygi AE = pxS(x)gAx (dydžio Ax? eilės tikslumu). Norėda- 
mi surasti S(x), išnagrinėkime kūgio ašinį pjūvį (241 pav.). 
Trikampio PCT aukštinė, išvesta į kraštinę PT, lygi H- x. Iš 


trikampių PCT ir BCA panašumo gauname: ==> TA Iš čia 
= „(H-x) 
PT = ABE ==) S(x)= r(0,5- PT) = nf? an, Nupjautiniame 


kūgyje, apribotame pagrindu ir aukštyje x išvesta su juo lygiagre- 
čia plokštuma, esančio smėlio potencinę energiją pažymėkime Elx). 


Ržx(H - x) 
Tada E (x)= Jim AE = npR'x(H- +) g 


lim = r A = EH) - E(0) = 


2 H 
ET mE g(H?x — 2Hx + x°)dx = npk gj (Hx -2Hx’ + 


E” 


+x’) dx= 


H? 4 H? 12 24 


H 
npRž [H?x? a 2H x* 
š 2 3 4 


2174 2 2 2,3 
_ TPR°H di) -22H g. 732 pado h" _ 


= 495 000r? (erg). Sprendimas. 242 paveiksle pilkos plokštelės dalies masė apytiksliai 


a(h-x 

nal Kadan- 
h 

gi į plokštelės storį nekreipiame dėmesio, tai šios dalies kiekvieno taško linijinis greitis (dy- 


džio Ax eilės tikslumu) lygus œx, o dėl tos dalies atsiradęs kinetinės energijos pokytis AE ly- 
pado*x”(h - x)Ax 
2h 


lygi pydAx; remdamiesi trikampių ABC ir PQC panašumu, sužinome, kad y= 


(dydžio Ax? eilės tikslumu). Dalies BQPA kinetinę energiją pažymėki- 


d 2,2 h-= 
ts dol a dea E AER 


_padw*x”(h - x) 
Ax>0 Ax 2h =| 


2h 


h 
„Iš da E(h)= [E(x)d dx= 
0 


0 


h 
do | xh x* ado*h“ o 
= => r 27 = R, 733. Vienalyčio pusskritulio masės centras yra jo simetrijos ašy- 


o 
je, nutoles nuo skritulio centro per atstuma + (243 pav.). Sprendimas. Sakykime, 
T 


pusskritulio centras sutampa su koordinačių pradžia, o simetrijos ašis — su Ox ašimi. Ox ašies 


atkarpą [0; R] padalykime į n lygių ilgio Ax dalių taškais x,, x,, ..., x, , ir išveskime tieses x = 


= X, X= X, X = x Pusskritulio dalies, apribotos tiesių x = x, 
ir x = x, (x, = 0; x,=R), masė apytiksliai lygi 2Axpļ R° -x? (Pp — 
pusskritulio tankis). Norėdami surasti (apytiksliai) masės centro 


koordinatę, kiekvieną tokią pusskritulio dalį pakeiskime mate- B MEE 
O 


rialiu tašku, kurio masė lygi 2Ax JR? —x2p, esančiu Ox ašies pus- 
skritulio taške, kurio koordinatė x,. Pagal baigtinio skaičiaus ma- 243 pav. 
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terialių taškų* sistemos masės centro formule tas centras yra Ox 
ašies taške, kurio koordinatė 


[3 R 2 
mu“ , 2x PR? — x} Ax + 20 py R? — x? Ax+..+2x, PyR — XI Ax 
1 -—————— A 
2py R? — x? Ax + 2pĮ R? — x? Ax+..+2pĮ R? — x? „Ax 
244 pav. Šios trupmenos skaitiklis yra funkcijos 2xpV.R? - x° integraliné su- 


ma, vardiklis — funkcijos 2pVR?- x? integraliné suma. Pusskri- 
R 
tulio, kurio spindulys R, plotas lygus 2[yR? - x” dx = 0,5nR?. Norè- 
0 
R 
dami apskaičiuoti f2x/R? - x? dx, pirmiausia atkreipiame dėmesį į 
0 
ays 2 
E Rg tai, kad TEA = F (2) R -x?°. Todėl funkcijos 2xVR” - x? 
245 pav. 2 ž 
pirmykšte galima laikyti funkciją F(x) 23 17)? Vadinasi, 


R 
f2x R? -dx =F(R)-F(0)=0-(-Ż R). Eidami prie ribos, kai Ax > 0, gauname x= 
0 


2 R? 
MA 4R ; 4 A ; a 5 
= lim x = 3 Tei 734. Vienalyčio pusrutulio, kurio spindulys R, masės centras yra jo 
> S nR? 
2 


8 
simetrijos ašyje, nutolęs atstumu g R nuo rutulio centro (244 pav.). Sprendimas. Pa- 


sirenkame koordinačių sistemą, kurios pradžia yra rutulio centras, o pusrutulį ribojanti plokš- 
tuma sutampa su plokštuma Oxy (245 pav.). Pagal Pitagoro teoremą skritulio, kuris yra pus- 


rutulio pjūvis plokštuma z = t, spindulys lygus VR? -;?. Suskirstykime pusrutulį At storio skri- 
diniais. Skridinio, apriboto plokštumų z = t ir z = t + At, masių centras yra Oz ašies taškas, kurio 
koordinatė lygi t (dydžio At eilės tikslumu), nes skridinio simetrijos ašis yra Oz. To skridinio 
masė Am lygi pV (p — pusrutulio tankis, V — skridinio tūris), t. y. Am = np (R? — t?)At. Ieškant 
masės centro, kiekvieną skridinį galima laikyti materialiu tašku, kurio masė lygi skridinio masei 
ir kuris yra to skridinio masės centras. Pagal baigtinio skaičiaus materialių taškų sistemos 
masių centro formulę gauname: pusrutulio masės centras yra Oz ašies taškas, kurio koordinatė 
apytiksliai lygi 


z(At) = 


¿¿pr(R? -t )At + tpr(R? — tè )at+...+t, pr(R? — t )At 


n-1 
pr(R? — ti At + pr(R? -t )at+..+pr(R* -t 


e (t, = kt). 


Gautos trupmenos skaitiklis yra funkcijos prt(R? — t?) integralinė suma, o vardiklis — funkcijos 


pr(R? — t?) integralinė suma. Kuo mažesnis At, tuo tiksliau trupmena išreiškia pusrutulio masės 


centro koordinatę. Kitaip sakant, ši koordinatė yra lim z(At). Kai At > 0, gautos trupmenos skai- 
At 


ĮoniR? PP Jae 

5 al 
| 

0 


R R 
tiklis artėja prie fonr? = Pat, o vardiklis — prie [pn(¡r? = į Jat. Taigi z = %———— = 
o 9 pr(R? EP Jae 


+ Primename, kad baigtinės sistemos, sudarytos iš n materialių taškų, kurių masė m, m,, ..., M,, 
o koordinatės ašies Oz atžvilgiu z,, z,, ..., z,, masės centro koordinatė tos ašies atžvilgiu lygi 
mz, + M;Z,+.. AM, Z, 

MM¿+..4M,, 
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y=vx Inx 


246 pav. 


Re t 
| 2 5 (že AR) R 
r Yo LS SSR 736. a) -135,6. Sprendimas. Pirmiausia 
(e a j (e = 2 qe 2 
pr] R*t-— 3 3 
3 
0 


x 
taikysime keitinį: t = 1 +7: Tada x = 4t — 4; 5 - x = 9 — 4t. Iš keitinio formulės randame apatinį 


ir viršutinį integravimo rėžį: 1 r 0=1ir1 si 28 = 8. Taigi ieškomasis integralas lygus 
8 
1 (9 27 12 27 12 
— || —-4Yé* Įdt=4 |. -— yt [=4|2.(4-1)- . (32-1) | = 4(40,5 - 74,4) =-135,6; 
E ) E | E ) 5 ( ) ) ; 
b) añ. Nurodymas. Pakeiskite kintamaji pagal formule y=1 -5, 737. x(1 + In x). N u- 
rodymas. x= e*™*, 738. Funkcijų grafikai pavaizduoti 246 a)—d) paveiksle. 739. a) [-0,25; 


1 


21; b) [-7; 31; c) (0; »); d) | -|N urodymas. Kadangi (œY = x*(1 + In x) (žr. 737 uždavinį), 


tai yra vienintelis kritinis taškas x =—. Šiame taške funkcija turi minimumą. 740. Aibė 
e 
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247 pav. 248 pav. 249 pav. 


a) pavaizduota 247 paveiksle, aibė e) — 248 paveiksle, o aibė f) — 249 paveiksle. 741. a) 2, 
T 


b In2. Nurodymas. Iškelkite 2 už skliaustų; Žr PS a 742. a) 3; b) kai -6/3 <a< 6/3, — 


n 
tris šaknis, kai a = +6V3, — dvi šaknis, su visomis hitomi a reikšmėmis — vieną šaknį. 743. Nu- 


rodymas. Pakėlę kubu, įrodykite, kad x = qo+ [847 pes "E pa — yra WESA x? — 5x- 12 =0 


a<2, 
šaknis. Pastaroji lygtis turi tik vieną šaknį. 744. Kai O<a<l1 ir 1<a< a 745. a) Kai B 


b<2 
a>2, a<-C, | |a>-C, 
ir 2 b) Ce (=x; 0Ju(3; oo); c) kai 2 a 


VISO KURSO KARTOJIMO UŽDAVINIAI 


746. a) x + 1; b) 4, t + 0, t > 4; c) -a% —- 2a71%, kai a x 1; a „kai a + 1. 748. 25 %. 
a 


749. 75 km/h. 750. 4 km/h. 751. 55 km/h. 752. Per 6 ir 12 dienu. 753. 140 m. 754. 160 g, 20 %. 
755. Per 5 h, 7 h. 756. 4 m/s, 3 m/s. 757. 240 m“. 758. 35. 759. 12 g, 48 g, 1,5 g/cm'. 760. a) 3; 
8; 3; b) visi; e) 7; 4. 761. 3,75. 762. a) 1,01; b) 8,072; c) 81,108. 764. 2,53. 766. 1. 767. a) — 

b) lygūs. 769. a) 3,5; d) 1,4. 770. b) lx + 11 < 3,5. 771. a) 5; d) V2. 772. b) x? + y? < 25; d) (x— 
— 2 + (y - 3) > 1. 773. b) (-5; 5); d) 6; 14. 774. b) (—=; 6)U(14; =). 775. 45; 45) 777. b) Aibé 


pavaizduota 250 paveiksle. 778. d) Aibé pavaizduota 251 paveiksle. 779. d) Spindulio 3 skritulys, 


kurio centras taške (1; 1). 780. a, kai lal > 1.781. a) -2 1 ; b) sing ž Y PRE BA tex 
4° 2-sinx’ a-2XWab+b  1l-tgr' 
5 sa E Ki 2/m 
. == —; 3 . 784. I III; II. . —1. .+ š + 
782. a)1 55 25 97 d) j 84. a) I arba III; b) II. 785 REA T 


788. a l 789. +2. 790. -2/2. 791. 0,719. 792. 2 p 796. a) (== 7/34 4Ju (7+/34; =), b)(=oo; 

9-4105 9+ /105 

00); c)| —- Lg NL — SE 
3 4 4 

— 2x — 2 = 0. 799. -20. 800. (3; 0). 801. a) (-1; 17); b) (2; -3). 802. y = 2 — 0,5x?. 803. y = 0,5(x + 

+ 2} + 3. 805. Grafikai pavaizduoti 252 a), b) paveiksle. 806. b) Grafikas pavaizduotas 253 


| 797. a) R; b) (==; 0,4Ju(2; =»); c) R; a|- 5 3) 798. x? — 


paveiksle; d) kai x + > (ke Z), grafikas sutampa su funkcijos y = 2 grafikų; kai x= = (ke Z), 
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funkcija neapibrėžta. 807. Grafikai pavaizduoti 254 paveiksle (c) ir d) funkcijų grafikai sutampa). 
8n 
808. a) 1; b) =z; c) 0,5. 809. a) Nei lyginė, nei nelyginė; b) nelyginė, c) lyginė; d) nei lyginė, nei 


nelyginė. 810. a), b) Nei lyginė, nei nelyginė; c), d) nelyginė. 811. a) V2; b) - V2. 813. a) 12x? — 


5 $ 
= 1004 1D) =a O + 1) oa + sino = cos”x + xsin 2x; d) Eli a Bo, 
(x +1) x cos” x 


Y? yb am 


J 
0 L x 
-1 
250 pav. 251 pav. 
: ii 
X 
y=2+3 
4 
0 
1 4 x 
-4 
HEER EE 
Ed) 
HH H 


252 pav. 
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y y=31n(0+2)+1 = 1,5x + 1,5; didėja visoje skaičių tiesėje; b) y = 1 = mažėja 


intervaluose (—+; 0) ir (0; œ); c)y= ai, d) y = log,(x — 1); 
x+ g 


10 -1 
dues pys 
x "Wi 


. 818. a) Funkcija didėja intervaluose 
Lize iI y in de PO. 
(~= 5) ir (5 =} b) funkcija pastovi apibrėžimo srityje, t. y. 


y = -0,5, kai x = 0,5; c) funkcija mažėja intervale (—%; -1], didėja 


intervale [-1; œ). Taške -1 funkcija turi minimumą; d) funkcija 
mažėja intervale (—x; 2], didėja intervale [2; œ). Taške 2 funkcija 
turi minimumą. 819. a) Funkcija didėja intervale (0; e], mažėja 
intervale [e; œ). Taške e funkcija turi maksimumą (255 pav.); 


b) funkcija mažėja intervale (0; 1], didėja intervale [1; œ). Taške 
1 funkcija turi minimumą; c) funkcija mažėja intervaluose (—oo; 


253pav -1) ir (-1; 0], didėja intervale [0; œ). Taške 0 funkcija turi mini- 

i muma. Kai x = -1, funkcija neapibrėžta; jei x > -1, tai |y| neap- 
rėžtai didėja; d) funkcija didėja atkarpose [x, — x + 2nk; x, + 2nk] (k eZ), mažėja atkarpose [x, + 
+ 2nk; x, + n + 2nk] (keZ), taškuose x, + 2nk (keZ) funkcija turi maksimumus, taškuose x, + 
+ 7 + 2nk (keZ) funkcija turi minimumus; Xy = ste = 0,59. 820. a) Funkcija mažėja intervale 
[o A didéja intervale Ė >) Taške funkcija turi minimumą; b) taškuose nk (keZ) 

e e 

funkcija turi maksimumus, taškuose 2xk 


= 135; b) as (rai de 7) 822. 1. 823. 3cm, 6 cm, 4 cm. 824. Styga turi búti nutolusi nuo 


E 
ex 
+ — (keZ) funkcija turi minimumus. 821. a) y(3) = 


lietimosi taško atstumu 1,5R. 825. 2 Sprendimas. Tarkime, kad trikampio pagrindo ilgis 


2b, o kampas prie pagrindo 2a. Tada (256 pav.) r = OH = HC -tg a = b tg a. Ilgį b išreikškime 
S 


trikampio plotu S: S = 0,5AC - BH = b - b tg 2a. Iš čia b? = EAA Rasime spindulio kvadrato 
2 2 8 a 
4 Stgo s(1 -tg ajtg a = i 
o 2 5 2tg? = ————— — — 3 R t - 3 
maksimumą: r“ = b“tg'a tga 2tga 2 (tga — tg? a). Skirtuma tg a — tg? a 
l-tg'a 
Y| y=(1,5x-1] Y| y=(15(x-1)) 


254 pav. 
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pažymėkime u(a). Reikia apskaičiuoti didžiausią 
funkcijos u(x) reikšmę atkarpoje E z] u'(a)= 


1 3tg'a _1-3tg? q 
RL a u(a) = 0, kai tg a= 
cosa cosa cos” a 


=+L. 4, y. kai ario, keZ. TS tokiu- taška 


T 


tik vienas E -£) yra nurodytoje atkarpoje. Ka- 


T r 2 
dangi u(0 [T )-0, del tai atkarpo- 
gi u(0) 4 6) 3/3 Ep 


je [o z] didžiausią reikšmę funkcija u(a) įgyja, 


kai a=. Kampas prie viršūnės lygus T - 40 = uA 255 pav. 
6 3 
826. JAV. 827. cm. 828. = Sprendimas. Išnagrinėkime į spindulio R rutulį įbrėžto 
3 3 


ritinio ašinį pjūvį (257 pav.). Iš trikampio AOB pagal Pitagoro teoremą randame: AB? = AO? — 


2 
- BO? t. y. r? = R? -5 (r — ritinio pagrindo spindulys, h — jo aukštinė). V = nr?h = r(R?h S 


Ž 3 
+) Reikia rasti funkcijos V(h) "L E) didžiausią reikšmę atkarpoje [0; 2R]. Kadan- 


si VI) = a(r -2r), tai V’ = 0, kai 3h? = 4R?, t. y. h=ŽĖ. Kadangi V(0) = V(2R) = 0, o 


J3 
2R 


v| —|>0, tai funkcija V(h) įgyja didžiausią reikšmę, kai A Ko 829. Sprendinių nėra, kai 
v3 V3 

R > 0,5H; jei R < 0,5H, tai r = 0,5HR : (H - R). 830. R = 1,5r. 831. 4R. 832. H = RJS. 
Sprendimas. Sakykime, kad apie pusrutulį, kurio spindulys R, apibrėžtas statusis 
apskritasis kūgis. Išnagrinėkime kūgio ašinį pjūvį (258 pav.). Remdamiesi trikampių AOC ir 


2p2 3 
OBC panašumu, rašome =: a Iš čia x° = E V(H) -1H = IRE 
lay H H’ -R 3 3 H?’ - R° 
(ES RSE 2H) nR?(H* -3H°R?) 
V(H) = = 
(H? rey s(H* -RY 
patikrinti, ar tikrai su šia H reikšme funkcija V(H) įgyja mažiausią reikšmę intervale (0; =). 


B 


; V(H)= 0, kai H= R/3. Dar reikia 


CG 


256 pav. 257 pav. 258 pav. 
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40, DO gok 


E 833. b== "hs of cm. 834. R=-——; - š 
5 T+4 T+4 
1, 835. a h. 836. 24m. Sprendimas. Sakykime, kad 
stebėtojas yra taške O, nutolusiame nuo sienos atstumu x (259 pav.). 
A 


Reikia sužinoti, koks turi būti x, kad 4 EOB būtų didžiausias. 
Kadangi Z EOB = Z EOA - Z BOA, tai tg Z EOB = tg (1 EOA — 


1,4x 


=o a A is AS kasi 
x Z BOA) = „ Reiškinį 245176 pažymė 


1+ 


259 pav. 


tangentas didėja, tai pakanka rasti x, su 
AE (e +5,76) - x-2x _14(576- | 
x =— i 
(e? +5,16) (+? +5,76) 


f'(x) = 0, kai x = 2,4. Intervale (2,4; œ) išvestinė f“ yra neigiama, todėl Ax)< f(2,4), kai xe(2,4; 
eo). Analogiškai Ax) < A2,4), kai xe [0; 2,4). Taigi funkcija f įgyja didžiausią reikšmę intervale 


[0; œ), kai x = 2,4. 837. 4/2 m. 838. e h. 839. Puslapio ilgis 30 cm, plotis 20 cm. S pr e n- 


x 
kime f(x). Kadangi 0 < Z EOB < = ir intervale o 


kuriuo f(x) įgyja didžiausią reikšmę intervale [0; =) 


dimas. Sakykime, kad puslapio = ee x. Tada tekstas yra stačiakampis, kurio kraštinės 


x-6ir e Puslapio plotis m +4, o plotas lygus > +4x. Reikia rasti mažiausią funk- 
x- x- 


cijos f(x)= aax + 4x reikšmę intervale (6; oo), f(x) = 384 - =P => +4; f(x) = O, kai 4(x — 6) 
z e 


= 384 - 6, t. y. kai x = 30. Tada puslapio plotis lygus E A 840. 20 km/h. 

Sprendimas. Jei x — garlaivio greitis, 4 — proporcingumo koeficientas, tai antra išlaidų 

dalis lygi kx’. Norėdami rasti k, įrašome x = 10. Tada 30 = 1000k. Iš čia k = 0,03. Kelio 1 km 

garlaivis nuplauks per 1 h. Per šį laiką išlaidos lygios 480 - 2 + 0,03x3 de Reikia rasti 
% x x 


mažiausią funkcijos f(x) = A 0054 reikšmę intervale (0; œ) f(x) = e + 0,06x; f(x) = 0, 


0 
0.06” t. y. x = 20. Us patikrinti, kad šitame taške funkcija įgyja mažiausią reikšmę. 


841. a) (1; 2 u (3; e); b) (o; 2) L (3; 5); c) (o; -3) LU [1]; e); d) (-4; -1) ùu 


kai x? = 


2 
U (-1; 6); e) (1; 2) U (3; 4); 0|-J2 10 [i J2) 842. ds + In Ixl + C kiekviename intervale, 


3 
kuriame nėra 0; b) Vai +C; OZ sin 3x — 2 cos x + C; d-it- x + C. 843. a) 3 In Ix + 
+ 4l + C kiekviename intervale, kuriame nėra taško -4; b)- ctg 2x + C: 038 2x + C; 


3 
Si 
d) x? + x? + C. 844. a) E-U g kai sb) — att pO. 845.1 — 3x +4. 846.—L cos 2+ 
3 4+ J2 4 


A AAN 
12 


5 
. 849. 52; b) 20% > c) 18; dl, > e) 12- 


= 5 In 5 = 3,953. 851. a) 15; Dž. 852. a) TÉ keZ; b) 2nk; 5 + Tk, keZ; ož + 2nk, keZ; 


+3. 847. y = x’ — 5. 848. 2, b) 
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ož. 27k; (— pen + nk, keZ. 853. ae e keZ, a = arccos $ = 0,64; b) =% + nk 


keZ, a = arctg 2 = 0,395; c)— E a - em IE ni A REA keZ; d) +=; o 


24 24” A E 2 


-44)" 1,64. 854. a) 3; 925 4; d) -1; 1; -2; 2. 


T 
8 
27 gR 2rk 2n, keZ, a = arccos{ 

(—> 


855. eS Al [1,5; =); b) (2; 3); c) ; —-3)U(-1; DU; œ); d) (o; 1,5]0[-1; 1JU[L5; o»). 


856. a) (-3,5; -3); bo 2 c) (=xo; -2)U(4; œ); d) (oo; 3,4)0(4; œ). 857. JE 3) b) (1; -1); 
c) El; -3). 858. a) (3y + 4; y) yeR; b) (2,5 — 3y; y) yeR; c) (1,5y + 2; y), yeR. 859. a), b), 
c) Ø. 860. a) 3; eS c) 16. 861. 2-33; b) tokių reikšmių nėra; c) a eR, a + 4. 862. Yra. 


a) a + -0,2; b) a = 2,5; c) ae R. 863. a) (-3; 2; -1); b) (2; 3; 1); c), d) Ø. 864. a) (0,4; 0,8); b) (2; 
3); (3; 2). 865. a) (0,4; 0,5); (0,6; 0,3); b) (2; 1); (-1; -2); c) (4; -3); (4; 3); d) (2; 3); (3; 2). 866. a) (4; 


223 32 
(a - v2); 2; 1); (2; -1); d) (7; 3); (-7; -3). 868. a) (-3,5; 0); bfi; a$); o|-a; £); d) Ø. 
869. a)(1; 0; 2; -1); b) (1; -2; -1; 2). 


1 1 
1); (1; 4); b) (0,5; 4); c) (1; 2); "E 2 E z): 867. a) (2; -1); (-1; 2); b) (1; 2); (2; 1); o (1; J2); 


———>2——————————— 2 S 


MOKOMOSIOS KNYGOS ŽYMENYS 


N — visų natūraliųjų skaičių aibė Ax) — funkcijos f reikšmė taške x 
Z — visų sveikųjų skaičių aibė DA — funkcijos f apibrėžimo sritis 
Z, — visų neneigiamų sveikųjų skaičių Ef — funkcijos f reikšmių sritis 
aibė Ax — argumento x pokytis 
Q — visų racionaliųjų skaičių aibė Aflx,), Af— funkcijos f pokytis taške x, 
R — visų realiųjų skaičių aibė, skaičių fly) — funkcijos f išvestinė taške x, 
tiesė sin — (funkcija) sinusas 
R, — visų teigiamų realiųjų skaičių aibė cos — (funkcija) kosinusas 
R? — skaičių plokštuma tg — (funkcija) tangentas 
[a; b] — uždarasis intervalas (atkarpa), ku- ctg — (funkcija) kotangentas 
rio galai a ir b (a < b) e — skaičius e, rodiklinės funkcijos, 
(a; b) — atvirasis intervalas, kurio galai a ir kurios (e*) = e*, pagrindas 
b (a< b) log, — logaritmas pagrindu a 
(a; b], — pusatviriai intervalai, kurių galai a lg — dešimtainis logaritmas 
la; b) ir b (a < b) ln — natūralusis logaritmas (logarit- 
(a; œ), — begaliniai intervalai mas pagrindu e) 
[a; oo), maxf  — didžiausia funkcijos f reikšmė at- 
(=o0; b), Ss karpoje [a; b] 
(=o0; b] minf  — mažiausia funkcijos f reikšmė at- 
(—œ; +) — begalinis intervalas, skaičių tiesė Lap karpoje [a; b] 
a — vektoriaus žymuo $ t; y AR 
la Sraa B— millo 6 -aplinka [f(x)dx — funkcijos f integralas nuo a iki b 
[x] — skaičiaus x sveikoji dalis arcsin a — skaičiaus a arksinusas 
(x) — skaičiaus x trupmeninė dalis arccos a — skaičiaus a arkkosinusas 
Ixl — skaičiaus x modulis (absoliutusis di- arctg a — skaičiaus a arktangentas 


dumas) arcctg a — skaičiaus a arkkotangentas 
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DALYKINĖ RODYKLĖ 


Absoliučioji paklaida 77, 242 

Aibių sąjunga 20 

Antrojo laipsnio nelygybių sprendimas 259 

Aritmetikos veiksmų dėsniai 239 

Aritmetinė progresija 246 

Aritmetinės progresijos pirmųjų n narių suma 
246 

Aritmetinės progresijos n-tojo nario formulė 
246 

Aritmetinės progresijos skirtumas 246 

Arkkosinusas 46 

Arkkotangentas 46 

Arksinusas 45 

Arktangentas 46 

Atkarpa 241 

Atstumas tarp taškų 240 

Atvirkštinės funkcijos teorema 190 


Begaliniai intervalai 241 
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